V \..\./'' /* ■ ,) ^ 







Профессора ^ н и в е рс и тет гг рв. |Владим1ра 



Н. Н. ШИИЕРА. 



ЧАСТЬ ПЕРВАЯ.^ 

Кинематика, Принципы Динамики, Статика и 
Кинетика твердаго т4ла. 



''^ 



Ш^^'" 




Тип. с. в. Кульженко, Ново-Елисаветинская улица, соб. д. 

1884. 







По опредФлее1ю ('юв*та Университета Св. Владим1ра печатать дозволяется. 

27 Тюля 1883 года. 

И, д. Ректора О. Паульсонъ, 



0ШВ1Н1Е ШИ ПЕРВОЙ, 



Введен1е. 



Глава I. Учен1е о движент (кинематика). 

§ 1. Общее понят1е о положеьпи точки въ пространств1Ь и его из- 

м-Ьнеши. 
§ 2. Скорость. 

§ 3. Скорость перем-Ьниаго движен1я. 
§ 4. Сложен1е скоростей. 
§ 5. Относительная скорость. 

§ 6. Равном'Ьрно ускоренное прямолинейное движен1е. 
§ 7. Ускорен1е перемЬннаго движен1я. 
§ 8. Равном'Ьрное движен1е по кругу. 
§ 9. Криволинейное движен1е, съ ускорен1емъ постоянной величины 

и неизм'Ьннаго направлен1я. 
§ 10. ОпредЬлен1е длины пути по даннымъ скоростям ь. 
§ 11. Онред'Ёленге движен1я по даннымъ ускорен1ямъ. 
§12. Кинематика неизм1Ьняемой системы точекъ. 
§ 13. Сложен1е угловыхъ скоростей. 
§ 14. Ускорен1Я точекъ неизменяемой системы. 
§ 15. Опред1^лен^е движения неизм'Ьняемой системы. 



Глава II. Основныя начала учен1я о силЪ (принципы динамики). 

§ 16. Матер1я, масса. 

§ 17. Первый законъ Ньютона: опред'Ьлен1е понят1я о сил'Ь. 

§ 18. Второй законъ Ньютона: опред1^аен1е величины силы. 

§ 19. Сложен1е силъ. Матер1альная частица и точка. 

406434 



1Г 



§ 20. Трет1й законъ Ньютона: источникъ силы. 

§ 21. Сохранение количества движен1я. 

§ 22. Центръ инерц1и. 

§ 23. Моментъ силъ, скоростей, ускорен1й и т. п. 

§ 24. Сохранение момента количества движен1я или сохранен1е нло 
щадей. 

§ 25. ДМств1е внЬшнихъ силъ на свободную консервативную си- 
стему. 

§ 26. Работа силы. 

§ 27. Общее услов1е равновЬс1я силъ, дМствующихъ на свободную 
или несвободную точку. 

§ 28. Общее услов1е равнов1^с1я свободной или несвободной системы 
связанныхъ между собою матер1альныхъ точекъ. 

§ 29. РавновЬс1е веревочнаго многоугольника, какъ примЬръ общей 
теорп! равнов1эс1я. 

§ 30. Общее услов1е движен1я системы. Принципъ д'Аламбера. 

§ 31. Изм'Ьнешя количества движен1я и его момента, отнесенныя къ 
единиц'Ь времени. 

§ 32. Центростремительная и центроб1^жная силы. 

§ 33. Кинетическая энерг1я. 

§ 34. Работа взаимныхъ силъ. 

§ 35. Законъ сохранен1я энерг1и. 

§ 36. Устойчивость и неустойчивость равновЬс1я взаимныхъ силъ. 

§ 37. Преврашен1е, передача и трата энерг1и. 

§ 38. Передача энерг1и машинами. 



Глава III. Д%йств1е силъ на твердый тЪла (Динамика твердыхъ 

т-Ьлъ). 

А) РавновЬс'ш (статика) твердыхъ тдлъ, 

§ 39. Равнов'Ьс1е свободнаго твердаго т'Ьла. 
§ 40. Сложен1е силъ, дМствующихъ на неизменяемую систему. 
§ 41. Равнов-Ьсге твердаго т'Ьла, съ одною несвободною точкою. 
§ 42. Равнов'Ьс1е твердаго т1^ла, съ двумя и бол-Ье несвободными 
точками. 



§ 43. Рас11рё1гЬлен1е давлен1й на плоскостяхъ опоры. 
§ 44. Усил1я разлпчныхъ частей твердаго т^Ьла относительно другъ 
друга. 

В) Дви>1<ен1'е твердаго тЬла подъ дЬйств1емъ прило>}(енныхъ силъ 
(кинетика твердаго тЬпа). 

§ 45. Количество двйжен1я, его моментъ, и кинетическая энерг1я 

свободной неизлгЬняемой системы. 
§ 46. Главныя свойства моментовъ инерцги. 
§ 47. Неизм'Ьняемое движен1е свободнаго твердаго т'Ёла. 
§ 48. Изм'Ёнен^е движения свободнаго твердаго тЬла. 
§ 49. Общ1я уравнен1я движен1я свободнаго твердаго т1^ла. 
§ 50. Движен1е несвободнаго твердаго т'Ьла. 
§51. Ударъ свободныхъ абсолютно твердыхъ т*лъ. 



ВВЕДЕНИЕ. 



Физика занимается такими явлешями неорганическаго М1ра, ко- 
торыя вполн'Ь или отчасти могутъ представляться, какъ совокупность 
изв'Ёстнаго рода движешй. Какъ все то, къ чему мы относимъ на- 
зваше т'Ьла (матер! и), можетъ быть представлено нами не иначе, 
какъ занимающимъ н-Ькоторое пространство, такъ точно явле- 
Н1я въ сущности не могутъ быть иначе мыслимы, какъ въ соотно- 
шен1и къ пространству, времени и матер! и, т. е. должны 
представляться, какъ движен!я матер! и. Всякое явлеше мы счи- 
таемъ для себя понятнымъ и объясненнымъ, если ум'Ьемъ мысленно 
разгляд'Ёть въ немъ определенное движете. Изучен!е явлешй есть 
объяснеше ихъ съ помощ!ю другихъ, бол'Ье простыхъ, изъ которыхъ 
прост-Ьйшимъ представляется намъ движете. Поэтому основою всЬхъ 
физическихъ изсл-Ьдоватй является разыскате законовъ того или 
другаго движен!я, или дМствительно непосредственно наблюдаемаго, 
или на основан!и наблюден!й опять таки н'Ькоторыхъ движен!й нами 
представляемаго. Понятно сл'Ьдовательно, что Механика, наука объ 
общихъ законахъ движетя матер!альныхъ системъ, должна быть т'Ьсно 
связана съ Физикою, и положен!я первой науки должны служить 
исходною точкою для заключетй второй. Однако, хотя предметъ из- 
сл'Ьдован!я об'Ьихъ упомянутыхъ наукъ и есть повидимому одинъ и 
тотъ-же — движен!е, об'! он'Ь т-Ьмъ не мен1^е никакъ не представля- 
ются тождественными, но въ своемъ развит!и и въ своихъ конеч- 
ныхъ ц-Ьляхъ существенно другъ отъ друга отличаются. Механика 
изсл'Ёдуетъ' воображаемое движен!е, при любыхъ предполагаемыхъ 



услов1яхъ, которыя въ дМствительности могутъ и не наблюдаться. 
Ц'Ьль Механики установить обпде способы изучен1я движенШ, въ ка- 
кой-бы формЬ и ири какихъ-бы услов1яхъ эти посл'Ьдн1я ни имЬли 
м1^сто. Поэтому Механика есть наука по преимуществу формальная, 
строющая своп выводы, какъ Математика, на небольшомъ числЬ основ- 
ныхъ опред'Ёлен!]! Физика изслЬдуетъ условия наблюдаемыхъ суще- 
ствующихъ или предполагаемыхъ существующими движен1й, и уже 
разыскавши упомянутыя услов1я, д1Ьлаетъ свои заключен1я, основы- 
ваясь на способахъ Механики. Такимъ образомъ въ основан1п выво- 
довъ Физики лежитъ опытъ и наблюден1е', исходная точка Механики 
суть опредЬлен1я. Ш^которыми своими областями однако Физика и 
Механика сливаются въ одну дисциплину. Это имЬетъ мЬсто именно 
тамъ, гд1^ результаты наблюден1Й достигаются неслолшымъ путемъ, и 
приводятъ къ одному или н^.сколькимъ простымъ опред1Ьлен1ямъ. Въ 
такомъ случа1^ интересъ физика сосредоточивается не на разыскан1и са- 
мыхъуслов1й,но на механическихъ изъ нихъ выводахъ. ТакънапримЬръ, 
путемъ простыхъ наблюден1й мы приходимъ къ заключен1ю, что твер- 
дый т'Ёла могутъ быть разсматриваемы въ большинств'Ь случаевъ, 
какъ неизм'Ьняемыя системы по отношен1ю къ вн1^шнимъ силамъ на нихъ 
дЬйствующимъ, и затМъ, пользуясь выводами Механики, относящи- 
мися к ъ не и 3 м Ь н я е м ы м ъ с и с т е м а м ъ, заключаемъ о законахъ 
равнов'Ьс1я и движен1я этихъ т1Ьлъ подъ дМств1емъ силъ. Но строго го- 
воря, и въ этомъ примЬрЬ есть некоторая разница между заключе- 
шями Механики и Физики: выводы первой относительно неизм1^няемой 
системы абсолютно справедливы, ибо основаны на данномъ опредЬ- 
лен1и свойствъ системы; выводы второй относительно твердыхъ тЬлъ 
лишь по стольку в1^рны, по скольку твердое т'Ьло можно разсматри- 
вать, какъ неизм1^няемую систему. 

Что касается до основныхъ началъ и теоремъ, относящихся къ за- 
конамъ движен1я, то они имЬютъ такую-же важность для Физики, 
какъ и для Механики, и при изложеши основатй Физики должны быть 
разсмотр1^ны на первомъ м'Ёст'Ь. 

Изучешемъ движешя, какъ перем^Ьны положешя въ пространств1Ь 
неизм'Ьнныхъ или мМяющихъ свою форму геометрическихъ комплек- 
совъ, занимается Кинематика, предметъ которой сл1Ьдовательно 
составляетъ изсл1^доваше соотношешй только между простран- 
ствомъ и временемъ, безъ отношен1я къ матер1и движущагося 
т1^ла. 
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Понятхе о движешн матер! и влечетъ за собою представлеше 
о силахъ, д'Ьйетвующихъ на матер1ю и обусловливающихъ ея движе- 
те. ДМств1е силъ на матер1ю изучаетъ Динамика, въ составъ ко- 
торой входятъ: Статика, разсматривающая дМств1е силъ при усло- 
в1яхъ равнов'Ьс1я, и Кинетика, изучающая вл1яше силъ на 
движен1е. 

Въ силу вышесказаннаго изучен1е каждаго физическаго явлен1я, 
жакъ движен1я, разбивается на части кинематическую и динамическую.' 



— -«зэсз»- 



ГЛАВА I 
УЧЕН1Е О ДВЙЖЕНШ (КИНЕМАТИКА). 



§ Ь Общее поняле о положен1и точки въ пространстве и его 

изменен1и. 

Самое простое изъ наблюдаемыхъ нами явлешй есть движете. 
Подъ двнжен1емъ мы разум'Ьемъ измЬнен1е положен1я движущагося 
предмета со временемъ. Движущимся мы можемъ представлять себ'Ё 
все, что можетъ им-Ёть опред1^ленное положеше въ пространств-Ь. По- 
этому понят1е о движен1и приложимо не только къ матер1альнымъ 
тЁламъ, но и къ геометрическимъ м1^стамъ, занимаемымъ этими тЪ- 
лами. Мы можемъ говорить не только о движеши физическаго тЬла, 
но и движен1и геометрическаго т1^ла, о движен1и поверхности, ли- 
Н1И, точки. 

Мы будемъ сперва разсматривать движете точки, какъ самое 
простое и заключающееся необходимо во всякомъ другомъ движен1й. 
Чтобы перейти отъ движен1я точки къ движетю другихъ геометри- 
ческихъ комплексовъ, мы должны разсмотр^Ьть или движен1е всЬхъ 
точекъ, составляющихъ упомянутый комплексъ, или перем1>щете только 
его н1Ькоторыхъ точекъ. Во всякомъ случать изучен1е всякаго движе- 
тя сведется къ изучетю движетя отд'Ьльныхъ точекъ. 

Движете точки намъ внолн-Ь изв'Ьстно, когда мы знаемъ форму 
пути, который она описываетъ при своемъ перем'Ьщети, и ту длину, ко- 
торую движущаяся точка проходитъ по этому пути въ любой проме- 
жутокъ времени, при чемъ длина считается отъ даннаго изв-Ьстнаго 
пункта на пути точки. Путь точки при ея перем1^щети называется тра- 
эктор1ею точки. Другими словами можно также сказать, что намъ 
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тогда изв'Ьстно движенхе точки, когда мы можемъ опред'Ьлить ея по- 
ложен1е въ пространстве для каждаго момента времени. 

Способъ опредЬлен1я по ложен! я точки въ пространств-^ 
вытекаетъ изъ самаго понят1я о геометрической точк'Ь. Первообразное 
геометрическое представлен1е есть представлеше о геометрическомъ 
тЬл'Ь, т. е. о пространств'Ь занимаемомъ подлежащими наблюден1ю фи- 
зическими т'Ьлами. Границы, разд'Ёляющ1я геометрическ1я т'Ёла, мы на- 
зываемъ поверхностями; границу поверхностей или м'Ьста ихъ взаим- 
наго перес'Ёчен1я — лйн1ями. Подъ точкою мы подразум'Ьваемъ М'Ьсто пе- 
рес'Ьчен1я двухъ какихъ либо лин1й, или лин1и и поверхности, или трехъ 
поверхностей. Такимъ образомъ представлеше о положеши точки во вся- 
комъ случае вытекаетъ изъ представлешя о н^которыхъ пересекающих- 
ся поверхностяхъ, число которыхъ должно быть по крайней мЁре три. 

Прилтчате, Вышеупомянутое определен1е положен1я движущейся 
точки данною ея траэкторхею и длиною пройденнаго пути сводится 
точно также къ определешю съ помощ1ю пересекающихся данныхъ 
пов-ерхностей. Действительно, траэктор1я (вообще некоторая кривая 
лишя) определяется пересечешемъ двухъ данныхъ поверхностей. 
Что-же касается до длины, отмериваемой вдоль по траэктор1и для 
нахождешя на ней положен1я движущейся точки въ данный моментъ 
времени, то это отмЁриванге можетъ быть произведено непосред- 
ственно только въ случае прямой лин1и. Отложить-же данную длину 
вдоль по кривой ЛИН1И (напр. по кругу) мы не можемъ съ помощ1ю 
непосредственнаго совмещен1я прямой, представляющей данную еди- 
ницу ДЛИНЫ, и измеряемой кривой. Мы должны при этомъ вычи- 
слить, между какими двумя точками кривая будетъ иметь данную 
длину; эти точки определятся, какъ пересечен1я данной кривой съ 
какими нибудь поверхностями. 

Въ большинстве случаевъ представляется наиболее удобнымъ 
определять точку, какъ пересечете трехъ плоскостей, проведенныхъ 
на известныхъ разстоян1яхъ отъ трехъ заранее данныхъ и опреде- 
ленныхъ плоскостей, и параллельно этимъ последнимъ. Упомянутыя 
дашшя плоскости, относительно которыхъ определяется положен1е 
какой нибудь точки, называются плоскостями координатъ, и 
притомъ — прямо угольны хъ, когда плоскости взаимно перпен- 
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дикулярны, и — ко с оуго льныхъ, когда плоскости перес'Ёкаютъ 
другъ друга подъ косыми углами. На рисунк'Ё мы видимъ плоскости 
ХУ2 косоугольныхъ и Х'У'2' прямоугольныхъ координатъ, пере- 

^^ С'Ькающ1яся другъ съ другомъ по 

лишямъ ох, ОТ, 02, 0Х\ 
ОУ, 02\ которыя называются 
косоугольным и или пря- 
моугольными осями к о о р- 
д и н а т ъ. Точка перес^Ёчен1я осей 
координатъ О называется нача- 
^1|Г' * Рис.1, ло мъ ко ор динатъ ''). 

На оси ОХ отложимъ длину Ох = а (рис. 2) и проведемъ че- 
резъ точку X плоскость, параллельную плоскости У02, на оси ОТ 
отложимъ длину Оу=^Ъ и проведемъ черезъ точку у плоскость, па- 
раллельную плоскости 2 ОХ; точно также на разстоян1и 0^ = с по оси 
02 проведемъ плоскость, параллельную плоскости ХОТ. Перескаче- 
те упомянутыхъ трехъ плоскостей, данныхъ тремя разстоян1ями 
а, Ъ, с, ппред1элитъ положеше н'Ькоторой точки А, которая можетъ 
быть разсматриваема , какъ вершина угла параллелепипеда (косо- 
угольнаго или прямоугольнаго), ребра котораго суть а, Ь, с. Эти 

длины, опред1^ляющ1я вполн1Ь положеше точки А 
относительно трехъ данныхъ плоскостей, назы- 
ваются координатами точки А и обознача- 
^^ ются вообще буквами х, у, ^, соотв'Ьтственно 
т-Ьмъ осямъ, по которымъ он1^ откладываются. 
Способъ опред^Ьлен1я положен1я точки съ помо- 
Щ1Ю координатъ вытекаетъ непосредственно изъ 
нашего представлешя о геометрической точк1з. 
Чтобы представить себЬ точку мы должны во- 
образить т'Ё части какой либо лиши, которыя она другъ отъ друга 
отд-Ьляетъ; но самая лишя можетъ намъ представляться не иначе, 
какъ границей между н'Ькоторыми поверхностями, которыя въ свою 
очередь должны ограничивать какое нибудь т'Ьло. Сл-Ьдовательно точка 
является намъ, какъ аттрибутъ, связанный съ первообразнымъ пред- 
ставлешемъ о геометрическомъ т1^лЬ. Чтобы указать на точку, мы 




") На рисунк-Ь 1 лин1и ОХ и 0^ соотв'Ьтственно ОХ' и 0^^' лежатъ въ пло- 
скости рисунка, ЛИН1И ОЗГ и О У выходятъ изъ плоскости рисунка, и кром* того 
О У къ этой последней перпендикулярна. 
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ДОЛЖНЫ прежде всего указать на н'Ькоторое т^ло, съ опред-Ьленною 
пограничною поверхностхю; за т'Ьмъ — на части этой поверхности; на- 
конецъ — на части границъ между поверхностями, т. е. части лин1и, 
который и отд^Ьляются другъ отъ друга точкою. Употребляя коорди- 
наты тЬмъ способомъ, какъ было указано выше, мы для опред1Ьлешя 
точки представляемъ себ^Ь некоторое т'Ьло въ вид1^ параллелепипеда, 
одна изъ вершинъ угловъ котораго указываетъ намъ на опред'Ьлен- 
ную геометрическую точку. Изм1^няя мысленно размЬры параллелепи- 
педа, мы попадаемъ упомянутою вершиною въ различный мЁста про- 
странства и указываемь на различный точки. Ы такъ, обозначенте 
х^=а представляетъ, что вдоль по оси ОХ (или оси х — овъ) 
должна быть отложена длина а и проведена плоскость, параллельная 
У021\ точно также у^=^Ь относится къ длинЬ, откладываемой но оси 
ОТ и къ плоскости, параллельной ^ОХ, и т. д. Три уравнешя 

Хгта , у ^=Ь , X =^с 
опредЁляютъ точку. 

Одно уравнен1е 

X = а , 

какъ мы вид1>ли, соотвЬтствуетъ плоскости, параллельной У02^. Д1Ьй- 
ствительно, оно опредЬляетъ вс^ точки, который отстоятъ по оси 
X — овъ на длину а отъ плоскости Т02\ а так1я точки принадле- 
жатъ плоскости. 
Два уравнен1я 

х^=а ^ у =^Ъ 
опред'Ьляютъ точки, принадлежащ1я двумъ плоскостямъ, 
одной X = а и другой у = Ь, 

сл1Ьдовательно представляютъ ли- 
н1ю Перес Ьчен1я двухъ плоскостей 
параллельныхъ ТОХ и Х021. 

Наконецъ три уравнен1я 
опред-Ьянтъ точку принадлежащую 
,^^тремъ плоскостямъ, т. е. един- 
ственно точку ихъ пересЬченхя. 

Такимъ образомъ различный 

величины координатъ х, у, ^ 

опред'Ьляютъ различный точки, 

лежащ1я въ трегранномъ угл'Ь 

р Х12! (рис. 3). Точки, лежащ1я 



^ 


тг 




7. 




А' 




\ 
\ 

\ 

\ 


\ 1 




\ 

\ 
\ 






\\ 






\ 


\ 




\ 


.';\-^ 


< 


\ 


\ 


А 




-4'Г 









\ 


^^ 




\ 


Г\ 




и- 


\ 




\ 


^^" \ ! \ 


'"-' 




\ 


1 \ 1 ^ 


\\ 








\ 1\ 


т 


■^ 





§ 1 Глава I. Кинематика. 9 

в ъ остальныхъ смежныхъ * съ первымъ трегранныхъ углахъ, сходя- 
щихся въ вершин'Ь О, опред1Ьляются длинами, окладываемыми вдоль 
по лин1ямъ ОХ. ОТ, 02 въ противоположныя стороны и считающи- 
мися тогда отрицательными. Такъ наприм1^ръ, точка Л' опред'Ьляется 
координатами 





Х:=1 — а 


, у^ь , 


^ = с, 


или 










~ Х:=:.а , 


у = Ь , 


^=с , 


точка Л"- 


-координатами 








х=:^а , 


у = — ь, 


2=. с 


точка Л^^' 










х = а , 


у = Ъ , ^ 


= — <? ^ 


точка Л^"" 










х--= — а, 


у^-ь 


2 = ^ 


точка Л'' 










х = ~ а , 


у = Ъ, 


^г=~'С 


точка -4'' 










х = а , у = — Ъ, 


<^ — — с 


точка Л'''' 









с, 



х=^ — а , ^= — Ъ , ^ = — с. 

Если координаты точки остаются одн* и т'Ёже для всякаго времени, 
то мы заключаемъ, что точка остается въ поко1Ь относительно дан- 
ныхъ плоскостей координатъ. Если обратное им'Ьетъ м-Ьсто, то мы 
заключаемъ, что точка изм1Ьняетъ свое положеше относительно пло- 
скостей координатъ, т. е. движется. Если мы будемъ знать коор- 
динаты точки для каждаго момента времени, то будемъ им'Ьть воз- 
можность во всякое время найти положеше точки въ пространств'Ь, 
т. е. будемъ знать движенхе точки. 

УмЬть опред'Ьлить координаты движущейся точки для всякаго 
времени значитъ ум4ть выразить формулою зависимость между дли- 
ною координаты и временемъ или, какъ выражаютъ короче, предста- 
вить координату, какъ функц1ю времени. Наприм^Ьръ, уравнешя 
х=^0 ^ у^=0^ 2=^-сЬ , 

выражаютъ, что во все время движен1я координаты точки, отсчиты- 
ваемый по осямъ X — овъ и у — овъ, суть нули, т. е. что точка дви- 
жется вдоль по оси ^ — овъ, и при томъ такъ, что длины ею про- 
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ходимыя, пропорциональны временамь. Время обыкновенно считается 
отъ начала движен1я. Въ приведенномъ примЬр'Ь видно, что при на- 
чале движен1я, т. е. при { = О, точка находилась въ самомъ начал'Ё 
координатъ. Точно также уравнен1я 

показыватотъ, что точка движется изъ начала координатъ по оси 
2 — овъ такъ, что проходимое ею пространство ростетъ пропорхцональ- 
но кубамъ временъ. 
Уравнен1я 

х = Ы , ?/ = с^ , ^--^ (9 

показываютъ, что во все время движен1я точка не выходитъ изъ пло- 
скости ХУ, и что об'Ь координаты ея въ этой плоскости возраста- 
ютъ пропорц1онально времени. Предположимъ, что плоскость рисунка 
(рис. 4) совпадаетъ съ плоскост1ю ХУ. Выбирая рядъ моментовъ 
у времени 1^, 1^, 1^, мы можемъ опред'Ьлить 

^3 об1^ координаты для каждаго изъ этпхъ мо- 
ментовъ; называя эти координаты, соотв1^т- 
ственно первому, второму п т. д. момен- 
тамъ, черезъ у^, х^, Х2, у 2, и т. д., мы 
будемъ им'Ьть на основан1и предыдущихъ 
уравнен]й разсматриваемаго движен1я: 

х^ == Ы^ , х.^ =^ Ы^ , ^3 "==" ^^3 •> 

Уг = С^ , У 2 = ^^2 ^ Уч = ^^3 • 

Выбирая достаточно много такихъ моментовъ времени, въ достаточно 
малыхъ промежуткахъ другъ отъ друга, мы получимъ ц'Ьлый рядъ 
положешй движущейся точки, 1, 2, 3 и т. д., соединяя которыя не- 
прерывною лин1ею, получимъ траэктор1Ю точки, т. е. ея путь. Въ 
данномъ прим-Ьр^ путь точки характеризуется т^Ьмъ, что 

/у» ^ /У> 

*Л/-| |А/л гЛ^о 




Рис. 4. 



_11 - 
У г' 



У2 



Уз 



какъ это видно изъ предыдущихъ уравнешй. Такая пропорщональ- 
ность возможна только тогда, когда путь 1, 2, 3 представляетъ пря- 
мую лин1ю. 

Точно также легко обнаружить, что уравнен1я 
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представляютъ движен1е по прямой лин1и, проходящей черезъ начало ко- 
ординатъ и не совпадающей ни съ одною изъ плоскостей координатъ. 
Вообще, когда мы, произведя надъ одною величиною р конеч- 
ное или безконечное число дМств1й (какъ-то: сложен1е, умножен1е, 
возведен1е въ степень и т. д.), получаемъ другую величину ^, то со- 
кращенно обозначаемъ подобную зависимость между двумя величинами 
р и д такимъ образомъ: 

и говоримъ, что д есть функция отъ ^;, т. е. что вообще д зави- 
ситъ отъ р'. если мы будемъ м1Ьнять величины р, то всл'Ьдствхе это- 
го изм'Ьнится и величина д. Такъ, площадь круга есть функц1я его 
рад1уса; объемъ прямоугольной призмы есть функц1я ея длины, ши- 
рины и высоты, и т. п. Различнымъ рядамъ дМств1й надъ величинами 
соотв1Ьтствуютъ различныя обозначен1я для функц1й: Д , /"з , Ъ", Р\ 
9, Ф и т. п. Такъ, обозначешя 

показываютъ, что и зависитъ отъ р, V — отъ д, гю — отъ г и 5, но 
что вс'Ь эти зависимости различныя. 

11оложен1е, что движен1е точки мы считаемъ изв-Ьстнымъ, когда 
можемъ опред^Ьлить ея м1^сто въ пространств'^ для каждаго момента вре- 
мени, можно на основан1и вышеизложеннаго выразить сокращенно 
такимъ образомъ: движенхе точки дается уравнен1ями 

Аналитическая Геометр1я учитъ насъ, какъ по виду этихъ уравнен1й 
заключать о форм'Ь пути, проходимаго движущеюся точкою. 

• — -1-Ж-1- — • 
Примгьчанге. Форма пути опред1^ляется такимъ образомъ. Изъ 
одного какого нибудь изъ трехъ уравнен1й движения опред'Ьлимъ ^, 
т. е. рЁшимъ, положимъ, уравнен1е 

относительно ^, какъ неизв'Ьстнаго. Получимъ вообще: 

Определенное такимъ образомъ ^ подставимъ въ каждое изъ двухъ 
остальныхъ уравнешй движен1я. Получимъ вообще: 
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Т. е. опред'Ьлимъ координаты точки х и у въ зависимости отъ ко- 
ординаты 2, исключивъ время. Разсмотримъ теперь геометрическое 
2, значен1е этихъ двухъ уравненШ. Если мы 

въ этихъ уравнешяхъ будемъ полагать х 
равнымъ посл^Ьдовательно ряду совершен- 
но произвольныхъ, но опред^ленныхъ ве- 
личннъ ^1, -е, , ^Я1 ^'х и т. д., то 



соответственно можемъ вычислить ряды 
величинъ (уже не произвольныхъ) для 
X и у. 

Х^ , (ГД* Х^ — ^Р1 (^1) , И т. Д.)- 

Уг^ С^Д'Ь ^1=^2(^1)^ и т. д). 




Рис. 5. 



2/1. У 2 



Такимъ образомъ получимъ (рис. 5) рядъ точекъ въ плоскости Х2, 
координаты которыхъ будутъ ^^ и 



х^, ^2 И ^2 ^ " Т. д., И рядъ то- 
чекъ въ плоскости У2, координаты которыхъ будутъ ^^ и у^, ^^ и у^ 
И т. д. Если число выбранныхъ гц)Оизвольныхъ значен1й ^ достаточ- 
но велико (а оно можетъ быть какъ угодно велико), то мы полу- 
чимъ въ той и другой плоскости непрерывный рядъ точекъ, который 
образуютъ тамъ и сямъ н1^которыя кривыя лин1и. 
Такимъ образомъ можно сказать, что уравнен1я 

х^Т-^^^) и х — 1'^{^2), 
каждое отд'Ьльно для своей плоскости координатъ, представляютъ 
н-Ькоторьтя кривыя лин1и. Разсматривая точки, опредЬляемыя только 
однимъ уравнешемъ х^!"^ (^), только въ плоскости Х2, мы тЬмъ 
самымъ даемъ координатЬ у опред'Ьленное значен1е; именно, выбираемъ 
у = 0: между тЬмъ какъ уравнеше х = 1\ {^) показываетъ, что, для 
какой нибудь произвольно выбранной величины 2, величина коорди- 
наты X не можетъ быть произвольною, но должна быть вычислена 
изъ даннаго уравнен1я; величина-же координаты у можетъ быт:, ка- 
кая угодно. Но давать координат'Ь у как1я угодно значешя значитъ 
разсматривать точки, лежащ1я въ какихъ угодно плоскостяхъ, парал- 
лельныхъ плоскости Х2. Сл'Ьдовательно, если мы проведемъ какую 
угодно плов^ость, параллельную плоскости Х^, и въ ней вообразимъ 
такую-же кривую лишю, какая была нами опред'Ьлена прежде въ пло- 
скости Х2, то координаты каждой точки этой кривой очевидно удо- 
влетворятъ тоже уравнешю х = Р1{2). Такимъ образомъ мы можемъ 
сказать, что вообще въ пространств1Ь уравнение х — ^^1 (-0) предста- 
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вляетъ цилиндрическую поверхность (т. е. удовлетворяется коорди- 
натами точекъ цилиндрической поверхности), которая образуется движе- 
Н1емъ параллельно оси у — овъ некоторой лиши (кривой или пря- 
мой), представляемой уравнешемъ х п= 1\ (^) для любой изъ плоско- 
стей параллельныхъ плоскости Х2. Точно также отд1Ьльно взятое 
уравнеше у = Р^ (^) вообще представляетъ цилиндрическую поверх- 
ность,* которой образующая параллельна оси х — овъ, а директриса 
опред^Ьляется уравнен1емъ у=^Р^{^), въ любой изъ плоскостей па- 
раллельныхъ плоскости Т2. Теперь понятно, что точки, координаты 
которыхъ определяются заразъ обоими уравнешямп 

х=:^Р^(^) И гу==Р^{^), 

будутъ принадлежать и той и другой цилиндрической поверхности, 
т. е. лин1и пересЬченхя обоихъ выше упомянутыхъ цилиндровъ. Эта 
лин1я, опред'Ьляемая двузгя уравнешями между тремя координатами, 
и будетъ очевидно траэктор1ей движущейся точки, ибо координаты 
X, у, ^, опред'Ьляющхя положеше движущейся точки, въ тоже самое 
время принадлежатъ точкамъ упомянутой кривой. 

Если найдены два уравнен1я кривой, то кривая вполнЬ опред1Ь- 
лена, ибо мы можемъ ее построить точка за точкою, давая коорди- 
нат1& ^ рядъ произвольныхъ значений и вычисляя потомъ по даннымъ 
двумъ уравнешямъ соотв1зТСтвующ1я координаты х и у. 

Пусть наприм'Ьръ будутъ даны так1я уравнен1я движен1я: 

тогда уравнешя траэктор1и будутъ 

а Ъ 

Каждое изъ этихъ уравнен1Й, въ своей соответствующей плоскости, 
представляетъ прямую лин1ю, ибо координаты точекъ, принадлежа- 
щихъ лин1и, находятся, какъ показываютъ уравнен1я, въ постоянномъ 
отношен1и другъ къ другу. Въ пространств'Ь оба уравнен1я, каждое от- 
д'Ьльно, представятъ поверхности, сл1Ьды которыхъ на плоскости Х^ или 
У2^ суть прямыя лин1и. Первая поверхность образуется движен1емъ по 

прямой лин1и ж = -^ другой прямой параллельной оси ^ — въ, и есть 
сл'Ьдовательно плоскость; вторая поверхность есть тоже плоскость; 
пересЬченхе ихъ, т. е. траэктор1я точки, есть прямая лин1я, которая 
проходитъ черезъ начало координатъ, ибо ея уравнен1я удовлетво- 
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ряются тождественно координатами начала, т. е. величинами ж=0, 
у^О^ г = 0. Предноложимъ, что осп координатъ прямоугольныя, и 
онред!.лимъ длину пути, проходимую точкою въ разныя времена по 
ея траэктор1и. Пусть (рис. 6) Оз будетъ прямолинейный путь точки, 

5— ея положен1е на пути для момента вре- 
мени I, X, у, г—т координаты въ этомъ 
положен1и'. Тогда очевидно 




и пзъ уравнений движен1я: 

Рис. 6. ' откуда 

08 = ^" у'а^ Ч- &'+ с^ , 
т. е. длина пути пропорц1ональна и— ной степени времени. 



Уравнен1я (1), опред*ляющ1я движен1е точки относительно дан- 
ныхъ плоскостей координатъ, будучи разсматриваемы каждое отд1^ль- 
но, представляютъ движен1е трехъ точекъ по соотвЬтственнымъ осямъ 
координатъ. Действительно одно уравнен1е 

показываетъ, что некоторая точка движется по оси ж— въ, при чемъ 
длина пути, проходимаго этою точкою по ея прямолинейной траэктор1и, 
выражается въ зависимости отъ времени функц1ею /;(0- Точно также 
одно уравнен1е у = Ш) выражаетъ движен1е другой точки по оси 
у—ъъ. Подобное же скажемъ относительно третьяго уравнен1я ■г=/^з(0- 
Эти три точки называются н р о л о ж е н 1 я м и движущейся точки 
на оси координатъ. Изъ предъидущаго очевидно, что если мы знаемъ 
движен1е по осямъ координатъ проложен1й на нихъ движущейся точки, 
то следовательно знаемъ движен1е самой точки. Движен1е ироложен1я 
точки по соответствующей оси называется короче просто движе- 
н1емъ точкп относительно или по соответствующей осп коор- 
динатъ. 

Следовательно мы можемъ сказать, что движен1е точки 
наыъ известно, когда мы знаемъ ея движенхе по тремъ 
какимъ нибудь прямымъ лин1ямъ, не лежащпмъ въ 
одной плоскости и не пара лде льнымъ другъ другу 
(который и будутъ осями координатъ). 



§ 2 
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Такимъ образомъ, всякое движен1е т о чки мы моя^емъ 
представить себ'Ь разложеннымъ на три прямолиней- 
ный движен1я. Возможность такого разложен1я вытекаетъ оче- 
видно изъ нашего способа представлять себ^ положен1е точки и ея 
движен1е. Каждое изъ вышеупомянутыхъ трехъ прямолинейныхъ дви- 
жен1й мо5}?етъ быть разложено въ свою очередь опять на три и т. д. 



§^. Скорость. 

Самый простой случай движен1я точки, какой только мы можемъ 
себ1Ь представить, будетъ тогда, когда точка движется по прямой 
ЛИН1И, проходя въ равные и произвольно выбранные про- 
меж утки вр еме ни одинаковый длины пути. Такого рода 
движен1е называется прямо лине иным ъ р авномЬрнымъ. 

Если точка движется по кривой лин1и, но проходя одинаковыя 
пространства въ равныя и произвольной величины промежутки вре- 
мени, то двилген1е называется криво линей нымъ равнож'Ьр- 
н ы м ъ . 

И въ томъ, и въ другомъ случа1^, на оборотъ, равные и произ- 
вольно выбранные промежутки пути будутъ проходиться очевидно въ 
равныя времена. 

Е с л и т о ч к а движется п р я м о л и н е й н о и р а в н о м 1^ р- 
но, то ея проложен! я, косоугольный или прямо уголь- 
ны я, на какой угодно прямой движутся тоже равно- 
мерно. Д'Ьйствительно, пусть точка дви- 
жется по ЛВ (рис. 7) и въ равныя вре- 
мена проходитъ равные промежутки пути 
Ла, аЪ, Ъс и т. д. Если лин1я гш' опред'Ь- 
ляетъ ея проложен1е на лин1ю АВ^ въ по- 
ложен1и а, то лин1и ЪЪ^ ее' и т. д., парал- 
лельный первой, опред'Ьлятъ проложен1я 
движущейся точки на лин110 Л'В' въ положен1яхъ Ъ, е и т. д. Такъ какъ 
отр1>зки а^Ь\ Ь'е\ с'б?' и т. д. 1) равны между собою, 2) могутъ быть 
выбраны произвольной величины и 3) проходятся въ равныя времена, 
то движен1е по АВ' есть равном1зрное. 

Изъ вышесказаннаго сл^Ьдуетъ на оборотъ, что если точка 
движется р а в н о м 'Ь р н о по т р е м ъ л и н 1 я м ъ н е л е ж а щ и м ъ 
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в ъ одной плоскости, то д в и ж е и 1 е е я в ъ пространств]^ 
есть прямолинейное и р а в н о м ^Ь р н о е , ибо (§1) тремя дви- 
жен1ями по такимъ лин1ямъ движен1е точки вполн'Ь опред'Ьляется. 

Пространство, проходимое точкою равно м1^рно 
въ единицу времени, называется скорост1ю. 

Если сл'Ьдовательно мы обозначимъ черезъ 5 длину пути, прой- 
деннаго точкою равномерно, черезъ I — время, въ продолжен1и кото- 
раго эта длина пройдена, и черезъ V — скорость, то на осповап]и 
вышеприведеннаго определения 

откуда на оборотъ, если извЬстны V и I или V и 5, то 

5г=г^^ и ^==:- . (3) 

Мы видимъ, что число, представляющее величину скорости, по- 
лучается отъ д'Ьленхя числа наименован1я длины на число наимеио- 
ван1Я времени. Въ результат'Ь получается число новаго наименован1я, 
отличнаго отъ длины и времени. Единица этого новаго наименован1я 
не им'Ьетъ спец1альнаго назван1я. Но такъ какъ очевидно г; = 1, 
когда 5=един. длины, и ?^=един. времени, то для обозначен1я еди- 
ницы скорости мы можемъ усвоить такой способъ: 

ед. длины 
ед. скорости = — — — - . (4) 

^ ед. времени ^ ^ 

За единицу длины принимается обыкновенно центиметръ, 
т. е. сотая часть метра, который въ свою очередь представляетъ 
разстоян1е между концами платиновой линейки (при температурь таю- 
щаго льда), сдЬланной въ 1795 г. французскимъ механикомъ Борда 
(Вогс1а) и хранящейся въ Париж'Ь. Въ свое время метръ долженъ 

/ 1 ^ 

былъ представлять одну десятимиллюнную .тттт/' часть четверти зем- 

наго мерид1ана, согласно геодезическимъ изм'Ьрен1ямъ Деламбра (Ве- 
1атЬге). 11озн'Ьйш1я, бол'Ье точныя геодезическ1я изм'Ьрен1я показали, 
что метръ, сохраняемый въ Париж'Ь, н-Ьсколько меньше приписывае- 
мой ему величины; а именно, средняя длина четверти земнаго мерид1ана 
представляется не въ 10^ метровъ, а въ 

10007400 метровъ'). 



*) Егегеи. Пш1;8 ап^ РЬув-са! Соп8^аБ18. § 70. 
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Такимъ образомъ, основан1емъ метрической системы мЬръ служить 
не разм1.ръ земли, а длина линейки, сд1ьланной Борда, 

За единицу времени принимается секунда средняго времени, 

1 
т. е. 24 X 60 X 60 "^^^^^ среднихъ сутокъ, причемъ подъ средними 

сутками подразум1Ьвается средняя годичная величина промежутка вре- 
мени между двумя посл1^довательными прохождениями солнца черезъ 
мерид1анъ. 

На основан1и вышеприведеннаго опред'Ьлен1я единицъ времени 
и длины, и на основан1и (4), мы будемъ им'Ьть: 

цент. 

единиц, скорости = ^. (о) 

^ секунд. ^ ^ 

Сл^Ьдовательно, если V будетъ численная величина скорости, то пол- 

^ . ^ цент, 

ное ея ооозначен1е оудетъ V -— — . 

сек. 

Графически скорость представляется прямою лин1ею по величин1^ 

^ и по направлен1ю. Направленхе прямой ЛВ (рис. 8) 

/--'^^ совпадаетъ съ направлен1емъ скорости, и длина ея 

А^.^^--^ заключаетъ въ себ1Ь столько единицъ длины, т. е. 

Рис. 8; центпметровъ, сколько изображаемая ею скорость 

содержнтъ единицъ скоростей, т. е. -^^. Точка Л, отъ которой 

откладывается данная скорость ЛВ, называется точкою прило- 
жен1я данног^ скорости. Смыслъ такого графическаго пред- 
ставлен1я состоитъ въ томъ, что движущаяся точка, исходя изъ Л, 
им1>етъ скорость ЛВ, т. е. двигаясь дальше въ направленхи ЛВ, 
пройдетъ въ одну секунду длину пути ЛВ. При этомъ однако не 
подразум-Ьвается, что точка д-Ьйствительно при своемъ движен1и 
проходитъ всю длину ЛВ: она ее пройдетъ, когда будетъ двигаться 
равном^Ьрно въ течен1и единицы времени; но въ дМствительности она 
можетъ двигаться только въ продолжении какой нибудь какъ угодно 
малой доли секунды; скорость же въ течен1и этого краткаго срока 
двнжен1я все таки выразится лпн1ею ЛВ, которая относится къ дви- 
жен1Ю, имеющему продолжаться цЬлую секунду. 
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§ 3^ Скорость перем^ннаго движен1я. 

Всякое движен1е, не удовлетворяющее условш равномерности^ 
называется п е р е м -Ь н н ы м ъ . Непрерывный рядъ равном'Ьрныхъ 
движений, им'Ьющихъ каждое свою отличную отъ другихъ скорость, 
представитъ намъ въ совокупности одинъ изъ видовъ перем'Ённаго 
движен1я, при которомъ скорость точки не остается одна и таже, 
но пер ем'Ьня ется. Если мы представимъ себ1Ь каждый изъ про- 
межутковъ пути, на которомъ точка движется равном-Ьрно, съ особою 
для каждаго промежутка скорост1ю, безконечно малымъ, то получимъ 
общ1Й типъ перем^ннаго движен1я, при которомъ скорость изм'Ьняется 
непрерывно, т. е. безконечно малыми скачками. Другими словами, 
мы можемъ себе представить непрерывно переменное движен1е, какъ 
составленное изъ посл^довательнаго ряда безчисленнаго множества 
равном^рныхъ движен1й, обладающихъ каждое своею особою скорост1Ю. 
Еъ тому же представленш переменнаго движешя мы можемъ 
пр1йти другимъ способомъ. Предположимъ, что точка движется по 
некоторой кривой отъ ^. къ -В, и что ея движен1е не равномерное.. 

Если мы разделимъ путь ЛВ (рис. 9) на 
произвольное число отрезковъ ЛЬ, Ъс, ей и 
т. д., проходимыхъ, положимъ, въ равныя вре- 
мена, то длина этихъ отр^зковъ вообще бу- 
детъ различная. Точки А и &, 6 и с, с и с1 
и т. д. последовательно соединимъ прямыми линиями, длины кото- 
рыхъ будутъ вообще различны; затемъ представимъ себе некоторую 
движущуюся точку, которая, пробегая последовательно колена лома- 
ной лин1и АЪсй..., проходитъ по каждому изъ нихъ равномерно въ 
течен1и того же самаго времени, въ которое точка, движущаяся по 
кривой, проходитъ дугу кривой, стянутую соответственною прямою. 
Обе движущ1яся точки, на своихъ отличныхъ одинъ отъ другаго пу- 
тяхъ между А и Д будутъ очевидно приходить одновременно въ по- 
ложен1я А, Ъ, с, й... Д между которыми будутъ вообще двигаться 
то опережая одна другую, то другъ отъ друга отставая. Увеличивая 
число коленъ ломаной лин1и, мы темъ увеличимъ и число точекъ, 
въ которыхъ оба описанный движен1я совпадутъ другъ съ другомъ. 
Представивъ себе число проведенныхъ вышеописаннымъ способомъ 
коленъ ломаной лин1и безконечно большимъ, (т. е. больше всякой 
данной величины), а длины коленъ — следовательно безконечно малыми 
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(т. е. меньше всякой данной величины), мы заставимъ данное пере- 
менное криволинейное движен1е совпадать въ безконечно большомъ 
числ'Ь точекъ съ движен1емъ, составленнымъ изъ безчисленнаго мно- 
жества равном-Ьрныхъ прямолинейныхъ движен1й. Но сказать, что два 
движен1я совпадаютъ другъ съ другомъ въ безчисленномъ множеств'Ь 
промежутковъ по пространству и времени — значитъ утверждать, что 
оба движен1я совпадаютъ вполн'ё, и совершенно одинаковы. 

Итакъ, всякое движен1е въ его безконечно малыхъ 
частяхъ мы представляемъ себ*, какъ равномерное и 
прямолинейное. 

Скорость перем^ннаго движен1я есть следовательно скорость 
техъ равномерныхъ движенШ, на которыя движен1е въ своихъ эле- 
ментахъ распадается. Для различныхъ элементовъ пути эта скорость 
будетъ различная. Если точка, пройдя данный элементъ своего пути, 
будетъ продолжать двигаться далее, не изменяя своей скорости ни 
по величине, ни по направлен1ю, то длина пути, которую она прой- 
детъ при этихъ услов1Яхъ въ единицу времени, и будетъ ея с к о- 
рост1ю въ данномъ элементе пути или въ данной 
точке пути. 

Пусть из *) будетъ длина безконечно малаго элемента пути, 
проходимаго точкою равномерно; пусть йЬ будетъ безконечно малое 
время, въ продолженш котораго эта длина проходится. Это время 
должно быть безконечно малымъ, если движен1е существуетъ, т. е. 
наблюдается, ибо въ противномъ случае, еслибъ оно было конеч- 
ное (т. е. не безконечно малое), то мы имели бы въ результате, 
что точка должна проходить конечное пространство, состоящее изъ 
безконечнаго множества частей из, въ продолжеше безконечнаго же 
множества конечныхъ промежутковъ времени, т. е. въ продолженш 
безконечнаго времени; другими словами, точка не перемещалась бы за- 
метно въ любой конечный промежутокъ времени, или находилась бы 
въ покое. Если из и й1 даны, то скорость точки въ данномъ эле- 
менте пути будетъ очевидно на основаши (2): 



*) Буква (1, поставленная передъ алгебраическимъ выражен1емъ какой либо 
величины, показываетъ, что эта величина безконечно мала. 
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Хотя с(8 и Ш, каждое отд'Ьльно, безконечно малы, но отноше- 
Н1е ихъ -тт можеть им1^ть очевидно опред'Ьленную конечную величи- 
ну, и выразить конечное пространство, которое точка пройдетъ въ 
единицу времени, если, пройдя данный элементъ б?5, будетъ двигаться 
дал'Ье, не изм1Ьняя своей скорости ни по величин1Ь, ни по направлен110. 

Если направлен1е скорости не изм'Ьнится, то оно будетъ пред- 
ставлять прямую ЛИН1Ю, совпадающую съ элементомъ (18. Такая пря- 
мая называется касательною въ данномъ элемент1^ къ траэктор1и 
движущейся точки. 

Изъ предыдущаго сл^дуетъ графическ1й способъ представлен1я 
скорости въ какомъ нибудь м1^стЬ С пути ЛВ криволинейнаго пе- 
рем'Ьннаго движен1я. Въ точк1Ь С (рис. 10) мы проводимъ, въ сто- 
^у рону движен1я, касательную къ кривой ЛВ, 
т. е. лин1ю совпадающую съ элементомъ 
л ~\^^ СВ кривой, лежащимъ около точки С (все 

Р"с. 10. равно, непосредственно до нея, или послЬ 

нея, или по бокамъ ея). На этой прямой, въ сторону движен1Я, мы 
откладываемъ величину скорости V, СУ, т. е. частное, получаемое 
отъ д^Ьлен1я длины промежутка пути СВ на время сИ, въ которое 
этотъ путь проходится. Если движущаяся точка, минуя элементъ 
СВ, пойдетъ дал'Ье, не изм'ёняя своей скорости по величине и на- 
правлен1ю, то въ единицу времени, т. е. въ секунду, она пройдетъ 
длину СУ (или ВУ, ибо въ пред'ЬлЬ СУ = ВУ, такъ какъ СВ 
безконечно мало). 

Дифференц1альное исчисленхе учитъ насъ находить отношен1е 

двухъ безконечно малыхъ величинъ -у для всякаго даннаго движены. 

Чтобы составить себЬ понят1е о томъ, какъ разыскивается ско- 
рость при данномъ движен1и мы разберемъ н1Ьсколько простыхъ 
случаевъ. 

1) Предположимъ, что по какой нибудь траэктор1и точка дви- 
жется такимъ образомъ, что зависимость длины 5, проходимаго ею 
пространства, отъ времени выражается формулою 

Пусть требуется опред'Ёлить скорость точки въ томъ м1Ьст1^, въ ко- 
торое она пр1йдетъ по прошеств1и времени ^ отъ начала движен1я. 
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Это м^^сто мы найдемъ, отложивши длину ЛМ = Ы (рис. 11) на 

данной траэктор1и отъ даннаго пункта исхода Л движущейся точки. 
Касательная къ траэктор1и въ этомъ м'Ьст'Ь опре- 
д'Ьлитъ направлен1е скорости. Величина-же ея най- 
дется, если мы узнаемъ безконечно малое простран- 
ство ММ\ проходимое точкою въ течен1и безко- 
нечно малаго промежутка времени до или посл'Ь мо- 
мента времени ^. Выберемъ некоторый моментъ вре- 
мени ^\ сл1Ьдующ1й за моментомъ I и безконечно къ 
нему близк1Й, такъ что въ безконечно малый проме- 

жутокъ времени ^' — { точка пройдетъ безконечно малую часть своего 

пути ЖЖ'. Тогда очевидно, такъ какъ 

то 

а такъ какъ время прохожден1я элемента ММ\ которое мы обоз- 
начаемъ черезъ сЙ, есть V — I, то но (6): 

Мы видимъ, что скорость для каждаго момента времени остается 
одна и таже, равная а. Движен1е по траэктор1и есть сл1^довательно 
равном'Ьрное. Какой-бы мы ни брали промежутокъ времени V — I, без- 

ЖЖ' 

конечно малый или конечный, частное ,, . всегда останется одно 

и тоже. 

2) Пусть длина пути, проходимаго точкою по ея траэктор1и отъ 
даннаго мЬста исхода, выражается формулою 

Требуется найти скорость для момента времени I. Длина пути §', 
^проходимаго отъ точки исхода до момента времени Ь\ безконечно 
близкаго къ I, будетъ 

Длина пути, проходимаго въ безконечно малый промежутокъ времени 
V — I, будетъ 
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Сл'Ьдовательно скорость 

^"^ г^ — ^~ йг^ Р — 1 

Но такъ какъ I' — ^ должно быть меньше всякой данной величины, 
то въ пред'Ьл* можетъ быть положено 

^^ — ^ = , откуда V ^=^1 , 
и сл^^довательно 

т. е. скорость возрастаетъ пропорц10нально времени. Такое движен1е 
называется равном'Ьрно ускореннымъ. При немъ очевидно въ 
равные и произвольно выбранные промежутки времени скорость воз- 
растаетъ на равныя величины. 

3) Пусть движен1е выражается формулою 

Тогда, сохраняя обозначен1я предыдущихъ прим'Ьровъ, мы будемъ им'Ьть: 



V =- 



1^ — 1 V — г 

Число вс'Ьхъ элементовъ суммы будетъ п. Полагая въ пред'Ьл'Ь ^' = ^, 
получаемъ: 

Скорость возрастаетъ пропорц1онально п — 1 степени времени. 



§ 4^ Сложен1е скоростей. 

Мы вид'Ьли уже въ § 1, что движен1е точки въ пространств'Ь 
намъ изв1Ьстно, когда дано ея движен1е по какимъ нибудь тремъ ли- ' 
шямъ, не параллельнымъ и не лежащимъ въ одной плоскости, ибо 
по положен1ю изв'Ьстнымъ образомъ взятыхъ проложен1й точки на 
упомянутыхъ трехъ лин1яхъ мы можемъ для всякаго момента вре- 
мени найти ея положен1е въ пространств'Ь. Вопросъ теперь состоитъ 
въ томъ, какъ по тремъ даннымъ скоростямъ упомянутыхъ проло- 
жен1й найти скорость движущейся точки въ пространств^^, или иначе, 
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какъ сложить три данныя скорости, прина длежащ 1я 
ОДНОЙ и тойже движущейся точк-Ь. 

Когда движущаяся точка проходитъ по своему криволинейному 
пути безконечно малую длину из (прямолинейную), то ея проложе- 
нш проходятъ по осямъ координатъ (вообще по какимъ угодно тремъ 
не параллельнымъ и не лежащимъ въ одной плоскости лин1ямъ) без- 
конечно малыя длины их, йу, й,. Следовательно их, йу, й, будутъ 
проложен1ями элемента пути йв на оси координатъ. Величина упомя- 
нутыхъ проложен1й останется таже, если мы будемъ пролагать й^ 
не на данныя оси координатъ, но на друг1я как1я либо три прямыя 
лиши имъ параллельныя *). Поэтому, проводя черезъ начало элемента 
й8 (рис. 12) три линш, параллельныя даннымъ осямъ координатъ и 
пролагая на нихъ йв, мы замЬтимъ, что йв представится намъ диа- 
гональю параллелепипеда, ребра котораго бу- 
дутъ их, йу, из. Если мы каждое изъ ре- 
беръ упомянутаго параллелепипеда увеличимъ 
или уменьшимъ въ одинаковое число разъ, 
то диагональ новаго параллелепипеда, по- 
строеннаго на изм'Ьненныхъ ребрахъ, бу- 
детъ очевидно увеличена или уменьшена во 
столько же разъ, какъ ребра, и не изм*- 
нитъ своего положен1я. 

Если следовательно мы увеличимъ ре- 
бра, их, йу, из нашего параллелепипеда въ 
^ разъ, то получимъ новый параллелепипедъ съ ребрами 
их йи ^^ 




Рис. 12. 
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*) Проложен-:е ми проэкцш одвой линш, кривой или прямой, аа другую мы 
еаходимъ, „роводя изъ каждой точки пролагаемой или проэктируемой линш прямыя 
параллельныя данной плоскости, такъ, чтобы он* пересекали ту лишю, на которую 
мы пролагаемъ, или, что все равно, проводя черезъ точки пролагаемой лиши пло- 
скости, параллельныя данной. Об* лин1и, пролагаемая и та, ца которую мы прола- 
гаемъ, вообще иогутъ лежать въ разныхъ плоскостяхъ. Ища проложен1я на оси 
координатъ, мы проводииъ черезъ точки пролагаемой линш плоскости, параллель- 
ныя плоскости двухъ „акихъ нибудь изъ трехъ осей, чтобы получить проложен:в 
на третью ось. Проложеше какой нибудь лиши на данную плоскость «ы находимъ 
проводя черезъ каждую точку лиши прямыя параллельныя данной прямой. Ища 
проложенге на ка.ую нибудь изъ плоскостей координатъ мы проводииъ черезъ 
точки пролагаемой лин1и прямыя, параллельныя третьей ос^,, не лежащей въ этой 

ПЛОСКОСТИ. 
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д1агональкотораго будетъ ОВ=^-п-> и совпадетъпонаправлен1ю съ с?5. 

Если подъ (И мы будемъ подразумевать время, въ которое движу- 
щаяся точка проходитъ элементъ (^8 своего пути, а ея проложен1я 
на оси координатъ проходятъ длины Фх, ёу, д.2 по этимъ послед- 
ив Ну й^ 
нимъ, то отношен1я 77 ' 17 ' "77 ^^^Р^^^^^ скорости проложен1й по 

из 
соответствующимъ осямъ координатъ, п -^ — скорость по траэкто- 

р1и. Такимъ образомъ мы видимъ, что если даны скорости точки 
(т. е. ея проложенШ) по тремъ осямъ координатъ, то ско- 
рость по траэктор1и находится, какъ д1агоноль па- 
раллелепипед а, построеннаго па данныхъ скоростях ъ. 

. ^ их йу й^ 
1. е. скорости проложенхи -т., -ут, -г-, суть въ тоже вре- 

мяпроложен1я скорости-^. 

Въ случае прямоугольныхъ осей координатъ квадратъ диагонали 
будетъ равенъ сумме квадратовъ трехъ реберъ, и мы будемъ иметь: 

\й1) ~~\йг] '^\м) '^\си] • ^^ 

Вышеупомянутыя три скорости называются слагающими 
скоростями; четвертая скорость, по нимъ находимая, называется 
результирующею скорост1ю. Если движен1е точки опреде- 
ляется только двумя скоростями, то скорость точки по траэкторш 
лежитъ въ плоскости двухъ данныхъ скоростей. Это будетъ иметь 
место очевидно въ томъ случае, когда скорость относительно одной 
изъ трехъ осей координатъ равна нулю. Въ такомъ случае построе- 
Н1е параллелепипеда обращается въ построен1е параллелограмма на 
двухъ данныхъ скоростяхъ, какъ на сторонахъ; результирующая 
скорость будетъ дхагональю этого параллелограмма. 

Изъ рисунка (13) мы видимъ, что если три ребра параллелепипе- 
да намъ даны, то нетъ надобности строить все остальные де- 
вять реберъ параллелепипеда, для получешя величины и направле- 
Н1Я его д1агонали. Для упомянутой цели достаточно изъ конца одно- 
го изъ трехъ реберъ, напр. ЛВ, провести лин1ю параллельную и 
равную одному изъ двухъ остальныхъ реберъ (напр. ВС), и изъ 
конца этой последней — лин1ю параллельную и равную третьему ребру 



<3^'\ 



§ 4 Глава I. Кинематика. 25 

(напр. (71)); соединяя конецъ этой посл'Ьдней лин1и съ точкою пе- 
ресЬченгя Л трехъ данныхъ реберъ (въ случа-Ь скоростей, это будетъ 
ихъ точка приложен1я) мы получимъ искомую д1агональ ЛВ. 

Изъ того-же рисунка мы видимъ, что находить результирующую 
скорость мы можемъ, складывая сперва дв^ изъ трехъ данныхъ ско- 
ростей (т. е. ища сперва ихъ результирующую въ томъ предполо- 
жен1и, что третья скорость есть нуль), и затЬмъ складывая найден- 
ную результирующую съ третьей скорост1Ю. Каждая изъ трехъ ско- 
ростей ЛВ, ВС, ев (рис. 13), составляющихъ результирующую^ 

скорость ЛВ, можетъ въ свою очередь 
быть дана не прямо, но съ помощ1Ю ея, 
/^ \ /^ I \/7 составляющихъ по какимъ нибудь напра- 
у;^'^ влен1ямъ. Въ такомъ случа'Ь очевидно каж- 
дая изъ вышеупомянутыхъ трехъ скоро- 
стей должна быть найдена, какъ результи- 
рующая своихъ слагающихъ, по вышеиз- 
ложенному способу построения трехъ ре- 
беръ параллелепипеда (или двухъ сторонъ 
параллелограмма). Сл'Ьдовательно скорость 

Рис. 13. 

Лп можетъ быть представлена на рисунк'Ь, 
какъ заключительная сторона многоугольника, стороны котораго (во- 
обще очевидно не лежащ1я въ одной плоскости) АО, ОН, НВ про- 
ведены параллельно даннымъ слагающимъ скорости АВ\ точно также 
ВС будетъ заключительною стороною подобнымъ-же образомъ по- 
строеннаго многоугольника ВКС, и т. д. Разсматривая полученный 
такимъ образомъ многоугольникъ А0НВКСЕ1РВ, мы приходимъ къ 
следующему заключен1ю: если слагающ1я скорости даны не непосред- 
ственно, а съ П0М0Щ1Ю своихъ слагающихъ, а эти посл'Ьдн1я опять 
съ помощш своихъ, и т. д. до какого угодно числа скоростей, то для 
построен1я общей результирующей намъ н'Ьтъ надобности производить 
последовательно сложен1я сперва несколькихъ скоростей по две или 
по три, потомъ полученный скорости опять складывать по две или 
по три, пока не пр1йдемъ къ последнимъ тремъ слагающимъ АВ, 
ВС и СВ\ напротивъ, мы можемъ непосредственно строить ломаную 
ЛЙН1Ю, колена которой равны и параллельны всемъ даннымъ скоро- 
стямъ; прямая, замыкающая такого рода ломаную лишю, обращая ее 
въ замкнутый многоугольникъ, и будетъ общею результирующею всехъ 
данныхъ слагающихъ скоростей. Направлен1я слагающихъ скоростей 
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но периметру упомянутаго многоугольника будутъ идти вс'Ь въ одну 
сторону, а направлен1е результирующей — въ обратную. 

Величина и направлен1е результирующей не изменятся, если мы 
изм'Ьнимъ порядокъ посл'Ьдовашя другъ за другомъ кол1^нъ ломаной 
лин1и, параллельныхъ даннымъ слагающимъ скоростямъ, т. е. если 
мы изм1^нимъ порядокъ сложен1я. Для этого достаточно показать, что 
мы можемъ переставить какъ угодно одну посл'Ь другой каждыя двЬ 
или три скорости. Изъ рисунка сложешя трехъ или двухъ ско- 
ростей ясно непосредственно сл^Ьдуетъ, что мы пр1йдемъ къ одной и 
той-же результирующей, въ какомъ-бы порядк1Ь ни проводили кол^Ьна 
ломаной лин1и, параллельный даннымъ скоростямъ. Такимъ образомъ, 
им'Ья скорости а, Ъ, с, с1, в, представленный въ вид^ многоугольни- 
ка, мы можемъ перем'Ьнить м'Ьста сторонъ, положимъ, с и й, и бу- 
демъ им-Ьть многоугольникъ а, Ъ, й, с, е; изм'Ьняя зат'Ьмъ мЬста 
Ъ и й, будемъ имЬть а, й, Ъ, с, 6, и т. д. очевидно можемъ любую 
изъ данныхъ сторонъ поставить на мЬсто любой изъ остальныхъ, 
сохраняя при этомъ конечно ихъ параллельность даннымъ слагаю- 
щимъ скоростямъ, приложеннымъ къ одной точкЬ. 

Итакъ, результирующая скорость можетъ быть 
представлена, какъ заключительная сторона много- 
угольника, стороны котораго равны и параллельны 
даннымъ слагающимъ скоростямъ и построены въ ка- 
комъ угодно порядк1^ посл'Ёдован1я другъ за др у го м.ъ. 
Величина результирующей скорости не изм'Ьняется 
отъ изм'Ьнен1я порядка с ложен! я, какъ алгебрическая сумма 
не изм'Ьняется отъ измЬнентя порядка слагаемыхъ. 

Описанный способъ сложен1я скоростей, какъ количествъ, им1Ь- 
ющихъ величину и направлен1е, называется геометрическимъ 
сложен1емъ; количество, получаемое въ результат'Ь геометрическаго 
сложен1я называется геометрическою суммою. 

Изъ предыдущаго сл1^дуетъ очевидно, что слагая данныя скоро- 
сти, мы р'Ьшаемъ вопросъ, съ какою скорост1ю должна двигаться 
равномЬрно точка, чтобы въ единицу времени пр1йти въ тоже поло- 
жеше, въ которое она пришла-бы, 'обладая посл1Ьдовательно каждою 
изъ данныхъ слагаемыхъ скоростей въ теченш единицы времени. 

Ум1Ья складывать скорости мы можемъ очевидно также наобо- 
ротъ разлагать данную скорость на какое угодно число скоростей. 
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направлешя которыхъ даны. Въ такомъ случа^]^ величина скоростей 
можетъ быть выбрана произвольно кром'Ё двухъ посл'Ьднихъ. 

Если дана результирующая и вс1Ь слагающ1я безъ одной, то 
недостающая слагающая опред'Ьлится очевидно, какъ заключительная 
сторона многоугольника, построеннаго на результирующей и данныхъ 
слагающихъ. Направлен1е искомой слагающей должно быть взято 
вдоль по периметру многоугольника въ одну сторону съ остальными 
слагающими. 

Съ изм'Ьнен1емъ направлешя по пролагаемой линш (напр. ЛВ 
д^ или ВЛ, рис. 14) изм'Ьняется очевидно и на- 
правлен1е по ея проложешю, косоугольному или 
прямоугольному. Сл'Ьдовательно, если направлен1е 
скорости м'Ьняется въ прямо противоположное, 
то такимъ же образоз1Ъ м'Ьняются направлен1я 
ея слагающихъ. 

ВЕ, ЕА какого нибудь 




Рис. 14. 

Проложимъ стороны АВ, ВС, . 




Рис. 15. 



замкнутаго многоугольника на какую 
нибудь лишю МN косоугольно или 
прямоугольно, и будемъ считать на- 
правление сторонъ въ одну сторону 
по периметру многоугольника; положи- 
тельное направление проложен1й будемъ 
считать также въ одну какую нибудь 
сторону по МN. Тогда очевидно, какъ 
это легко вид'Ьть изъ рисунка (15): 
алгебраическая сумма проложен1й замкнутаго много- 
угольника (лежащаго въ одной плоскости или въ 
нескольких ъ) на какую нибудь прямую будетъ равна 
нулю *). Такъ какъ съ другой стороны очевидно, что геометри- 
ческая сумма сторонъ многоугольника, считаемыхъ по периметру 
въ одну сторону, будетъ тоже нуль, то предъидущее заключен1е можно 
выразить такимъ образомъ: если геометрическая сумма пря- 
мыхъ равна нулю, то алгебраическая сумма ихъ про- 
ложен1й на другую какую нибудь лин1ю тоже есть 
нуль. 

Называя положительный или отрицательный величины упомяну- 
тыхъ проложен1й черезъ а, й, с и т. д., мы будемъ им^ть для слу- 

*) т. е. аЪ-\-Ъс -\- ей — йе — еа и: 0. 
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чая когда вс1Ь колена направлены по периметру въ одну сторону: 

Ъ -{- с -{- с! -{- . . . +^ = — ^ •> 

т. е. одно изъ проложен!!!, взятое съ противнымъ знакомъ, равно 
сумм'Ь вс*хъ остальныхъ. Сл'Ьдовательно проложен1е одной 
стороны многоугольника на какую нибудь лин1ю 
равно суммЬ проложен!!! на туже лин1ю остальныхъ 
сторонъ, считаемыхъ по периметру въ обратную сто- 
рону съ первой. Но такъ какъ въ такомъ случа1^ очевидно пер- 
вая сторона равна геометрической сумм1Ь всЬхъ остальныхъ, то мы 
можемъ вывести сл'Ьдующее общее заключен1е: 

Сумма проложен1й данныхъ прямыхъ на какую 
нибудь другую прямую равна проложен1ю ихъ гео- 
метрической суммы. 

Прилагая это заключен1е къ скоростямъ, мы получаемъ, что 

Проложен1е результирующей скорости на какую 
нибудь прямую равно с у м м * п р о л о ж е н 1 й е я слагаю- 
щихъ . 

Въ частномъ случа'Ё, когда прямая, на которую пролагаются 
скорости, совпадаетъ съ результирующею, мы им'Ьемъ, что резуль- 
тирующая равна сумм'Ь проложен1й на нее слагаю- 
щих ъ . Такъ какъ при этомъ величина результирующей при данныхъ 
слагающихъ всегда очевидно одна и таже, то заключаемъ, что, ка- 
кимъ-бы образомъ мы ни пролагали слагающ1я на ихъ результирую- 
щую (т. е. косоугольно, или прямоугольно), алгебраическая сумма 
проложен1й будетъ всегда одна и таже — равная результирующей. 

Операц1я упомянутаго прежде геометрическаго сложен1я представ- 
ляетъ собою ничто иное, какъ разыскан1е, съ помощш геометриче- 
скаго построешя, пролагаемой лин1и по даннымъ ея проложен1ямъ. 
Складываться геометрически могутъ следовательно всЬ однородныя 
между собою величины, который по величин'^ и направлен1Ю могутъ 
быть представляемы прямыми лин1ями, и изъ которыхъ каждая мо- 
жетъ быть дана своими проложен1ями на как1я либо направлен1я. 
Алгебраическое сложен1е есть частный случай геометрическаго сло- 
жен1я величинъ, направленныхъ въ ту или другую сторону по одной 
и той же прямой. Для обозначения геометрическаго сложен1я мы бу- 
демъ употреблять знакъ '^. Сл1Ьдовательно если величина 5 есть 
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геометрическая сумма величинъ Л, В, С и т. д., то мы будемъ 
обозначать 

8 = Л^В^С^ . . ., (7У 

выражая т1Ьмъ, что лин1я ^ есть заключительная сторона ломаной 
лин1и, состоящей изъ А, В, С.., направленныхъ въ одну сторону 
по периметру въ обратномъ смыслЬ относительно й'. 

На оборотъ, если дана геометрическая сумма величинъ и одно 
изъ слагаемыхъ, то геометрическая сумма остальныхъ слагаемыхъ 
определится, какъ геометрическая разность двухъ первыхъ 
названныхъ величинъ. Геометрическое вычитан1е мы будемъ обозна- 
чать знакомъ ^ , и на основан1и его опред'Ьлен1я будемъ им'Ьть 
изъ (7)': 

В^С^В^. . . = 5 — ^. (7)" 



§ 5. Относительная скорость. 

Всякое движен1е есть относительное, ибо положен1Я движущихся 
точекъ, мы можемъ только опред'Ьлять относительно чего нибудь, 
но не абсолютно. Опред'Ьляя положен1е и движен1е точки отно- 
сительно даннаго т1^ла или данной поверхности, мы ничего не можемъ 
сказать о положен1и самаго этого т'Ьла или самой поверхности, пока 
у насъ н^Ьтъ еще другаго т1^ла, относительно котораго мы опред'Ьлили 
бы положен1е перваго. 

Вопросъ объ относительномъ движен1и вообще сводится къ р'Ь- 
шен1ю задачи — по данному движен1ю относительно одн'Ьхъ осей коор- 
динатъ и по данному движен1ю этихъ осей въ пространств*, т. е. 
относительно новыхъ осей, найти движен1е точки относительно этихъ 
посл1Ьднихъ, или обратно — найти движен1е точки относительно первыхъ 
осей, когда дано, по прежнему, движен1е первыхъ осей и движен1е 
точки относительно посл'Ьднихъ. 

ТЬ оси, о движен1и которыхъ въ этихъ вопросахъ не упоми- 
нается, называются условно неподвижными, а движен1е по нимъ — 
абсолютнымъ, но тоже условно; движен1е по подвижнымъ осямъ 
называется относительнымъ по преимуществу. Такимъ же обра- 
зомъ различаются скорости по осямъ координатъ, движен1е которыхъ 
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не дано, и скорости по осямъ, которыя движутся относительно пер- 
выхъ. Первыя скорости въ такомъ случа'Ь называются абсолют- 
ными, вторыя — относительными. Такъ какъ понят1е о ско- 
рости заключаетъ въ себ'Ь представлен1е о прямолинейномъ движен1и, 
то вопросъ объ относительныхъ скоростяхъ будетъ частнымъ случаемъ 
общаго вопроса объ относительномъ движен1и. 

Пусть ЛВ (рис. 16) представляетъ скорость, приложенную въ 
конц^Ь времени { къ точк]^ Л и совпадающую 
съ направлен1емъ движешя. Движущаяся точка 
остается на этой линш по крайней м'Ьр'Ь въ те- 
чен1и безконечно малаго элемента времени (И. 
Предположимъ дал'Ье что лин1я ЛВ не остается 
неподвижною въ плоскости рисунка, но движется 
по ней, им'Ья въ тотъ же данный моментъ времени для вс'Ьхъ своихъ 
точекъ скорость ЛС, Это значитъ, что всЬ точки лин1И ЛВ, вм'Ьст1^ 
съ движущеюся по ней точкою, перем-Ьщаются параллельно ЛС, съ 
данною скорост1ю, по крайней м-Ьр^Ь въ теченш элемента времени (И, 
сл-Ьдующаго за моментомъ ^ (т. е. наступающаго по истечен1и вре- 
мени ^). Если скорости точки и лин1и неизм'Ьнятся въ течен1и еди- 
ницы времени, сл'Ьдующей за ^, то въ эту единицу времени точка 
пройдетъ по ЛИН1И длину ЛВ., а сама лишя вс1^ми своими точками 
пройдетъ длину ^Сизайметъ положен1е СВ. Требуется найти ско- 
рость движен1я по неподвижной плоскости рисунка, которое въ дан- 
номъ случа'Ё должно быть принято за абсолютное. Въ течен1и еди- 
ницы времени точка перем'Ёстится по плоскости очевидно изъ Л въ В. 
Легко показать, что двржен1е ея между Л и^ В будетъ прямолинейное 
и равном'Ьрное. ДМствительно, предположимъ что лишя ЛВ, двигаясь 
равном'Ьрно по ЛС, пройдетъ какую нибудь ^— ную часть своего 
пути, ЛК, которую она пройдетъ очевидно въ п — ную часть секунды; 
но такъ какъ точка движется вдоль по самой линш ЛВ тоже равно- 
м-Ьрио, то въ п — ную часть секунды она пройдетъ по движущейся 
лин1и длину ^2/, которая составитъ тоже п — ную часть отъ ^.Б или 
равной ей СВ. Сл'Ьдовательно 

ЛК_КЬ_1 ^ 
ЛСВСп ' 

а это отношен1е тогда возможно, когда три точки Л, В и В лежатъ 
на одной прямой. Такъ какъ п можетъ быть какою угодно величи- 
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ною, то заключаемъ, что для всякаго момента времени, въ течен1и 
секунды, точка будетъ на прямой ЛВ, Кром1^ того, такъ какъ 



А1 



В А 



1 

п 




то МЫ заключаемъ, что длины, проходимыя точкою по прямой АВ, бу- 

дутъ пропорц10нальны времени (- доли секунды), т. е. что движенхе 

будетъ равномерное. Итакъ, АВ, представляя длину, проходимую 
точкою равном1Ьрно въ единицу времени по плоскости рисунка, бу- 
детъ искомая абсолютная скорость, и представится геометри- 
ческою суммою двухъ данныхъ скоростей. 

Если плоскость рисунка не остается неподвижною, но перем'Ь- 
щается съ н'Ькоторою скорост1ю АЕ (рис. 17), не лежащею вообще 
^> въ плоскости ВАС, то лин1я АВ будетъ 
двигаться съ тою же скорост1ю, и для на- 
хождешя абсолютной скорости точки мы 
должны сложить скорости АВиАЕ. И такъ 
дал'Ье для какого угодно числа скоростей. 
\ .^-^' Такимъ образомъ мы видимъ , что 

вопросъ о нахожденхи абсолют- 
ной скорости по даннымъ отно- 
сительнымъ приводится вообще 
къ сложен1ю этихъ посл-Ьднихъ. 

Следовательно несколько скоростей, приложенныхъ къ одной 
точке, мы можемъ себе представлять, кроме способа предъидущаго 
параграфа, еще какъ рядъ относительныхъ скоростей, определяющихъ 
собою некоторую абсолютную скорость. 

Вопросъ о нахожден1и относительной скорости по данной абсо- 
лютной и другимъ относительнымъ очевидно сводится къ геометри- 
ческому вычитан1ю, т. е. къ нахожденш слагающей скорости 
по данной геометрической сумме скоростей и по остальнымъ сла- 
гающимъ. 

Очевидно, что если данныя слагаемыя скорости направлены все 
по одной и той же прямой, въ ту или другую сторону, то многоуголь- 
никъ скоростей обращается въ прямую, и результирующая скорость 
будетъ алгебраическою суммою слагающихъ, причемъ скорости, 



\ 



Рис. 17. 
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направленный по прямой въ разныя стороны отъ ихъ точки прило- 
жен1Я, должны имЬть разные знаки. 

Если мы им^Ьемъ точку Л, движущуюся по прямой лин1и (рис. 18), 

то мы только тогда можемъ различать это движение, когда на той же 

прямой ЛИН1И намъ дана еще точка В, изм1Ьнен1е разстоян1я отъ 

которой движущейся точки мы можемъ изм^Ьрять. Если сама точка В 

движется по той же лиши относительно третьей 

— ^ ^ '"^ точки (7, то по предъидущему очевидно, скорость Л 

Рис. 18. ^ 

относительно В оудетъ равна разности скоростей 
В II Л относительно третьей точки С. Если обЪ точки Л ж В 
им'Ьютъ скорости по различнымъ нрямымъ, то относительная ско- 
рость ихъ проложен1й по осямъ координатъ оудетъ равна разности 
скоростей этихъ проложен1Й. Складывая эти разности, мы получимъ 
относительную скорость двухъ точекъ , которая очевидно будетъ 
геометрическою разност1ю ихъ скоростей. Итакъ, относительная 
скорость двухъ точекъ равна геометрической раз- 
ности ихъ а б с о л ю т н ы X ъ скоростей. 

Наприм-Ьръ, пусть (рис. 19) ЛУ^ будетъ скорость одной точки, 

^ ^17- и ВУ^ — другой. Чтобы найти скорость В 

относительно Л мы должны изъ посл1^д- 
ней вычесть геометрически первую. Для 
^ этого переносимъ об'Ь скорости въ одну 

— % точку, положимъ Л, и проводпмъ заклю- 

чительную сторону У^ У^ , которая и 
представитъ искомую скорость. Направ- 
лен1е ея по периметру многоугольника должно совпадать съ вычитае- 
мою скоростью, т. е. идти отъ У^ къ У^ . Очевидно что скорость А 
относительно В будетъ таже, но направлена отъ У^ къ У^ . Въ пер- 
вомъ случа1Ь д1агональю параллелограмма скоростей будетъ АУ^, во 
второмъ АУ.^, Относительная скорость двухъ точекъ будетъ нуль, 
т. е. точки будутъ въ покое относительно другъ друга, когда ско- 
рости ихъ равны, параллельны и направлены въ одну сторону. 

Вышеприведенное опред^ленхе относительной скорости двухъ то- 
чекъ мы д1Ьлали въ томъ предполо'жен1и, что даны ихъ абсолютный 
скорости, т. е. изв1Ьстно ихъ движен1е относительно данных ъ въ 
пространств'Ь плоскостей (координатъ) или лин1й. Но если мы вооб- 
разимъ себ^Ь только одну точку въ пространстве, безъ всякаго отно- 
шенья къ какимъ либо другимъ даннымъ геометрическимъ м1^стамъ, 
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то мы не будемъ въ состоян1и приписать этой точк1^ какое либо дви- 
жен1е: для нашего понят1я, состоян1я покоя и движения такой точ- 
ки будутъ безразличны. Тоже самое мы должны заключить и о ка- 
комъ угодно числК точекъ, неизм'Ьннымъ образомъ связанныхъ другъ 
съ другомъ, т. е. о неизм'Ьняющихся лин1яхъ, поверхностяхъ и т4- 
лахъ. Если мы им'Ьемъ только дв'Ь точки въ нространств'Ё, то мы 
можемъ понять ихъ движен1е только по стольку, по скольку из- 
м'Ьняется ихъ взаимное разстоян1е. Объ изм'Ьнен1и положен1я самой 
ЛИН1И, соединяющей об-Ь данныя точки, мы не можемъ судить, ибо не 
будемъ им^Ьть возможности отм'ётить какъ нибудь это изм'Ьнен1е. 
Такимъ образомъ, если одна точка двигалась-бы около другой по по- 
верхности сферы, въ центр'Ь которой была-бы эта другая точка, то 
въ нашемъ представлен1и об-Ь точки должны-бы были оставаться въ 
поко'Ь, ибо ихъ разстоян1е не изм'Ьнялось-бы. Въ упомянутомъ дви- 
жен1и мы могли-бы только тогда отдать себ* отчетъ, когда кром'Ь двухъ 
разсматриваемыхъ точекъ им1Ьли-бы въ пространств* еще как1я либо 
нам^ченныя геометрическ1я мЬста, относительно которыхъ мы могли-бы 
зам'Ьтить изм'Ьнен1е положешя линш, соедршяющей оН точки. 

Если даны въ пространствЬ точка и прямая, то изм'Ьненхе ихъ 
относительнаго положен1я будетъ состоять только въ изм'Ьнеши раз- 
стоян1я точки отъ лин1и, т. е. длины перпендикуляра, опущеннаго 
изъ точки на линш. Лин1я въ этомъ случа'Ь предполагается неопре- 
д'Ьленной длины, ибо если-бы была дана ея длина, т. е. ея концы, 
то мы им'Ьли-бы случай прямой и двухъ отм'Ьченныхъ на ней точекъ. 
Сл-Ьдовательно точка, движущаяся по круглой цилиндрической поверх- 
ности, находится въ поко-Ь относительно оси этой поверхности, 

На основаши подобныхъ-же соображен1й мы заключаемъ, что 
точка, движущаяся какъ угодно въ плоскости, параллельной другой дан- 
ной плоскости,' остается относительно этой посл'Ьдней въ поко'Ь. Если 
точка движется по лин1и, параллельной двумъ плоскостямъ, то она 
остается въ поко'Ь относительно этихъ плоскостей. На оборотъ, точ- 
ка, остающаяся въ поко-Ь относительно другой точки, лин1и,* двухъ 
линШ, плоскости, двухъ плоскостей, можетъ въ тоже время двигаться 
относительно другихъ точекъ, лин1й, плоскостей. 

Но разстоян1ями точки отъ трехъ плоскостей или трехъ ли- 
Н1Й ВПОЛНЕ опред1^ляется ея полон^енте въ пространств'Ь; сл-Ьдовательно, 
если точка остается въ поко'ё относительно трехъ неподвижныхъ 
лин1й, не параллельныхъ и не лежащихъ въ одной плоскости, или трехъ 
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неподвижныхъ плоскостей, то она будетъ въ поко1Ь относительно вся- 
кихъ другихъ неподвижныхъ точекъ, лин1й или плоскостей. ДМстви- 
тельно, если-бы точка обладала какою скорост1ю, оставаясь непод- 
вижною относительно неподвижныхъ осей координатъ, то эта ско- 
рость должна-бы была оставаться параллельною тремъ разнымъ пло- 
скостямъ, чего быть не можетъ. 

Если скорость точки для изв^Ьстнаго момента времени дана, то 
ея скорость относительно какой нибудь лин1и или плоскости опре- 
Д'Ьлится, если мы данную скорость точки разложимъ на двЬ слагаю- 
щихъ, изъ которыхъ одна будетъ перпендикулярна къ данной лиши 
или плоскости, а другая параллельна; первая изъ слагающихъ будетъ 
искомая относительная скорость; вторая будетъ скоростхю точки по 
данной лин1и или данной плоскости. 

Итакъ, ортогональное (прямоугольное) проложен1е скорости 
точки на какую нибудь лин1ю или плоскость представитъ скорость 
той-же точки по этой линш или плоскости. Ортогональное про- 
ложен1е скорости точки на перпендикуляръ къ данной лиши или 
плоскости выразитъ скорость относительно этой лин1и или 
плоскости. 



§ 6^ Равномерно ускоренное прямолинейное движен1е. 

Равном1^рно ускореннымъ называется такое перем'Ьнное движе- 
н1е, при которомъ скорости въ равные и произвольно выбранные 
промежутки времени возрастаютъ на равныя величины, т. е. вообще 
возрастаютъ пропорц1онально времени. Если скорости убываютъ по 
тому-же закону, то движен1е называется равном1Ьрно укосни- 
те л ьнымъ. 

Приращенхе скорости (положительное или отрицательное) 
въ единицувремениприравном^Ьрноускоренномъпря- 
м о л и н е й н о м ъ д в и ж е н 1 и называется у с к о р е н 1 е м ъ. 

Обозначимъ черезъ V^у скорость точки въ начал1^ н-Ькотораго про- 
межутка времени ^, черезъ V — скорость въ конц1Ь этого промежутка; 
тогда приращен1е скорости въ течен1и времени г5 будетъ V — г^. Если 
движен1е равном-Ьрно ускоренное, то приращен1е скорости въ тече- 

Н1и единицы времени будетъ — ~ . Обозначая поэтому черезъ д ве- 
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личину ускорен1я, мы будемъ им4ть: 

* ' (8) 

откуда 

Ускорен1е, какъ количество, получаемое отъ д*лешя другъ на 
друга двухъ величинъ разныхъ наименован1Й (скорости на время) бу- 
детъ им^ть наименоваше, отличное отъ д^лимаго и делителя Еди- 
ница ускорения на основан.и (8) и (5) определится сл^дующимъ 
ооразомъ: 

ед. ускор.=^^:^^Р: = ^^^:^ ,., 

сек. сек. 2 ' 1^-^ 

Сл*дователь5о, если д будетъ численная вечичина ускорен1я, то пол- 
ное ея обозначен1е будетъ ^^, въ томъ смысл*, что, при дан- 
номъ равномерно ускоренномъ движен1и, въ конц* каждой секунды 
движущаяся точка пр1обр*тетъ такую скорость, съ которою, двигаясь 
далее равномерно, прошла-бы въ каждую последующую секунду длину 
пути на д центиметровъ большую, нежели въ томъ случае еслибъ 
она стала двигаться равномерно съ конца предыдущей секунды вре- 
мени. Графически ускорен1е можетъ быть представлено прямою ли- 
Н1ею, паправлен1е которой, считая отъ точки приложен1я, совпадаетъ 
*ъ направлен1емъ паростающей скорости, а длина заключаетъ въ себе 
«только единицъ длины, сколько данное ускорен1е-единицъ уско- 
рен1я. '' 

Проложеп1е (прямоугольное или косоугольное) равномерно уско- 
ренно движущейся точки на какую нибудь прямую линш или пло- 
скость будетъ очевидно двигаться тоже равномерно ускоренно ибо 
€сли скорость возрастаетъ равномерно, то также будетъ возрастать 
и ея проложен1е. Следовательно, ускореп1е проложеннаго движен1я 
будетъ равно проложен1ю на туже лин1ю ускореп1я самой движущей- 
ся точки. Поэтому ускорение точки отыскивается по ускорен1ямъ про- 
ложенш точки также, какъ пролагаемая лин1я отыскивается по ея 
проложешямъ, т. е. ускорен1я с кл а д ываются, какъ ско- 
р о с т и. 

Изъ примеровъ 1) и 2) (§ 3) мы заключаемъ, что если зави- 
симость длины пути, проходимаго движущеюся точкою, отъ времени 
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выражается формулою 

8 — а< -г 5^^ , 

то скорость будетъ 

у = а + 26^ . 
Сравнивая эти два выражен1я съ форм. (8), мы заключаем!,, что 
длина пути, проходимая равномерно ускоренно движущеюся точкою 
во время I при начальной скорости ^"о и при ускорен!и .д, будетъ 

8^.V^ + ^д^К (9) 

Исключая время изъ уравнен1Й (8) и (9), мы получимъ: 

V = У'^дз + V ' ^^^^ 

формулы для опред4лен1я пространства по начальной и конечной ско- 
ростямъ, или конечной скорости-по пройденному пространству и на- 
чальной скорости. 

Пространства, проходимый точкою равномерно ускоренно въ те- 
чен1и каждаго изъ ряда слЗДющихъ другъ за другомъ равныхъ про- 
межутковъ времени, не будутъ равны между собою. Положимъ^ что 
величина каждаго изъ равныхъ промежутковъ времени будетъ Г сек., 
и найдемъ пространство, проходимое въ течен1и »г-наго промежутка 
времени Искомое пространство будетъ равно длин*, пройденной въ те- 
чении БС*хъ п промежутковъ времени (т. е. во время Тп) безъ дли- 
ны, пройденной въ п-1 промежутковъ (т. е. вовремя О^-^ЗД • 
СлЬдовательно, обозначая искомую величину черезъ 5, мы им^емъ по (У). 

^ = V,нТ^\дп^Г - (г,', {п - 1) ТЛ-\{п- П Т', ^щ 

т. е. пространство возрастаетъ пропорц10нально нечетнымъ числамъ. 
Въ предыдущей формулЬ V,Т представляетъ пространство, ко- 
торое точка прошда-бы въ промежутокъ времени Т, двигаясь равно- 
мерно-, мы обозначимъ его черезъ /„. Черезъ / обозначимъ величину 
д ^-, «г. е. приращен1е пройденнаго пространства въ тотъ-же проме- 
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жутокъ, всл'Ьдств1е существован1я ускорен1я д. Тогда пространства, 
проходимыя въ 1-й, 2-й и т. д. промежутки времени будутъ 



§ 7^ Ускорен1е перемЪннаго движен1я. 

При перем'Ьнномъ движен1и скорости, какъ мы вид4ли, меня- 
ются вообще непрерывно, т. е. для каждаго элемента пути, прохо- 
димаго точкою, существуетъ своя скорость, отличающаяся отъ ско- 
рости сосЬдннхъ элементовъ какъ по величин'Ь, такъ и по напра- 
влешю. Если скорости въ элементахъ пути отличаются другъ отъ 
друга только по величин'Ё, то движен1е будетъ прямолинейное пере- 
м'Ённое; если скорости отличаются другъ отъ друга, кром* величины, 
еще направлен1емъ, или только однимъ направлен1емъ, то движен1е 
будетъ криволинейное. 

При движеши прямолинейномъ направлен1я скоростей посл-Ьду- 
ющихъ элементовъ совпадаютъ другъ съ другомъ. Поэтому каждая 
посл]^дующая скорость можетъ быть разсматриваема, какъ алгебраи- 
ческая сумма предыдущей скорости и некоторой другой, прибавлен- 
ной съ плюсомъ или минусомъ къ первой, въ томъ-же направлен1й. 
Если мы знаемъ скорости въ каждомъ изъ элементовъ прямолиней- 
наго пути, то вышеупомянутыя прибавочныя скорости, или п р и р а- 
щен1я скоростей, найдутся съ помощ1Ю алгебраическаго вычи- 
ташя каждой скорости предыдущаго элемента изъ скорости посл^ду- 
ющаго. 

Представимъ себЬ н'Ькоторое переменное прямолинейное движе- 
те, и выберемъ рядъ посл^довательныхъ положеп1й 1, 2, 3 и т. д. 
движущейся точки, отделенныхъ другъ отъ друга равными промежут- 
ками времени; въ каждомъ изъ этихъ положен1Й скорости точки бу- 
дутъ вообще различны, какъ и во всЬхъ промежуточныхъ положе- 
н1яхъ. Обозначимъ упомянутыя скорости соответственно черезъ г\ , 
V2 , г^^ и т. д. Тогда очевидно, разности 

^2 — ^1 5 ^3 — ^2 ' 1^4 — ^3 • • • и т. д. 

будутъ равны нулю, если движен1е равномерное; будутъ равны меж- 
ду собою, если движен1е равномерно ускоренное, и будутъ различ- 
ны, если движете вообще какое нибудь переменное. Это заключен1е 
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остается въ сил*, какъ-бы близко ни были другъ къ другу положе- 
н1я 1, 2, и какъ-бы малы ни были промежутки времени ихъ отд-Ьдя- 
ющ1е, лишь-бы эти промежутки были равны между собою. Продол- 
жая такимъ образомъ сближать положен1я 1, 2, 3 и т. д. другъ съ 
другомъ, мы дойдемъ до ряда непосредственно сл'Ьдующихъ другъ за 
другомъ элементовъ пути. Разности V^ — ю^, V^, — г^2 и т. д. сде- 
лаются безконечно малы, но будутъ отличаться вообще другъ отъ 
друга при перем'Ьнномъ неравном'Ьрно ускоренномъ движен1и. Обозна- 
чимъ черезъ сЫ безконечно малую разность скоростей въ какихъ ни- 
будь двухъ непосредственно другъ за другомъ сл-Ьдующихъ элементахъ 
пути, черезъ йЬ — безконечно малое время, въ течен1и котораго про- 
ходится одинъ элементъ пути. Если-бы движен1е было равномерно 
ускоренное, то на сл^дующихъ элементахъ пути повторялось-бы тоже 
самое приращеше скорости на величину йV\ т. е. пройдя первый 
элементъ во время М, движущаяся точка получила-бы приращен1е ско- 
рости йV\ пройдя второй элементъ она получила-бы при равномерно 
ускоренномъ движен1и опять приращен1е скорости й^^ следовательно 
всего, по истечен1и времени Ы1, получила-бы приращен1е Ыь, и т. д. 

1 

Такъ какъ по истечен1и единицы времени точка прошла-бы^ элемен- 
товъ пути, получая на каждомъ приращен1е скорости йV, то къ концу 

1 (IV 

единицы времени скорость возрасла-оы на а^ -^, или на ^, чтоипред- 

ставляло-бы величину ускорен1я описаннаго равномерно ускореннаго 
движешя. Но такъ какъ точка движется не равномерно ускоренно, 
то приращен1е скорости &V не будетъ одинаково въ различныхъ эле- 

ментахъ; а следовательно не оудетъ одинаково частное -^2 (при чемъ 
элементы времени й1 мы выбираемъ все одинакими). Темъ не менее 

мы можемъ однако опять разсматривать всякое новое -^ , какъ уско- 

реше, т. е. приращеше скорости въ единицу времени, того равно- 
мерно ускореннаго движешя, которое имело-бы место, если-бы точка 
начала двигаться съ даннаго момента времени, получая черезъ каж- 
дый элементъ времени сИ тоже самое приращен1е скорости йV, кото- 
рое она получила въ последнемъ элементе пути. 

Итакъ, мы можемъ составить себе следующее представлеше 
о переменномъ движеши. Разбивая его на безконечно малые элемен- 
ты времени, мы дойдемъ до такихъ промежутковъ времени, въ тече- 
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Н1И которыхъ движете будетъ равномерное, съ особыми скоростями 
для каждаго промежутка. Соединяя упомянутые промежутки по парно, 
мы получимъ новые, тоже безконечно малые, промежутки времени' 
въ теченхи которыхъ движение можетъ быть разсматриваемо, какъ 
равномерно ускоренное, съ особымъ для каждаго промежутка' уско- 
рен1емъ; величина этого посл^дняго будетъ 



,Й5 



(13) 



или по другому обозначен!» 



^ = Ж^- (13)' 

Следовательно, всякое переменное неравномерно усворенное движе- 
те можно назвать переменноускореннымъ, такъ какъ уско- 
рен1е въ немъ меняется отъ одного элемента времени къ другому. 
Изъ (13) мы видимъ также, что зная скорость, какъ функц1ю вре- 
мени, мы разыскиваемъ ускорен1е по скорости, какъ скорость по 
длине пройденнаго пути. Приведемъ несколько примеровъ. 

1) Пусть зависимость между длиною пути и временемъ будетъ 

8 = а^ + Ы^■ 
тогда зависимость скорости отъ времени будетъ: 

^8 

' = ^ = «+2*^' 
т. е. такъ выразится скорость, съ которою точка движется въ те- 
чен1и элемента времени, следующаго за моментомъ времени {. Ско- 
рость въ конце времени ^ + сЙ будетъ очевидно 

г;' = а + 25 (!! + й;!) ; 

следовательно приращен1е скорости въ течен1и элемента времени сИ, 
следующего за моментомъ времени I, будетъ 

откуда ускорен1е 

т. е. постоянно для всякаго времени. 
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2) Пусть 



тогда V =: сп^"-^ , д ^=сп {п — 1) ^"- 



Такъ какъ при криволинейномъ движеши скорости изм'Ьняются 
отъ элемента пути къ элементу по направлен1ю, то приращеп1е ско- 
рости не можетъ быть находимо съ помощ1Ю алгебраическаго вычи- 
*тан1я, какъ въ случать прямолинейнаго движен1я. 

Изм'Ьненхе направлен1я и величины данной скорости мы можемь 
представить себ*, какъ результатъ приложен1я къ этой посл'Ёдней 
н4которой новой скорости, отличной отъ первой по величин'Ь и по 
направлен1ю. Предположимъ, что точка, двигаясь по лин1и ЛВ (рис. 20) 
со скорост1ю ЛУ^, доходитъ до положешя Д и отсюда м-Ьняетъ свою 

прежнюю скорость на скорость ВУ^. Та- 
кое изм1^нен1е можно себ1^ представить, какъ 
результатъ приложен1я къ прежней скоро- 
^^ сти н'Ькоторой прибавочной скорости ВЛ^, 
которая, слагаясь съ первою ЛУ^, даетъ 
новую, какъ результирующую ВУ^. При- 
бавочную скорость мы находимъ, вычитая 
геометрически изъ посл^Ьдней скоро- 
сти ВУ^ первую ^.Т^о- Следовательно, от- 
кладываемъ об'Ь скорости при одной точк'Ь, 
положимъ -В, сохраняя ихъ величины и на- 
Рис. 20. правлен1я; на отложенныхъ лин1яхъ ВУ^^ 

Е ВУ^ строимъ параллелограммъ такъ, чтобы уменьшаемое ВУ^ было 
дхагональю, а вычитаемое ^5Т^^/— стороною; тогда сторона 5 ^Т^, при- 
легающая къ этой посл'Ёдней, представитъ искомую добавочную ско- 
рость. Точно также, если новая скорость ВУ^ при С изм'Ьняется 
опять въ скорость СУ^, то мы, вычитая геометрически изъ но- 
сл-Ьдией первую, найдемъ добавочную скорость Си^, обусловлива- 
ющую упомянутое изм^Ьнеше, и т. д. Такимъ образомъ мы ви- 
димъ, что движете точки по ломанной лиши ^.5(7^9^Б.,. можно пред- 
ставить себ'Ё сопровождающимся посл'Ьдовательными приращешями 
скоростей: ВП^, СТТ^, ВТ!^ и т.д., прибавляющимися къ прежнимъ 
скоростямъ въ точкахъ излома лиши. 

Если мы представимъ себЬ, что кол-Ьна ломанной лиши д^Ьлаются 
все меньше и меньше, то число измЬнешй скоростей будетъ делаться 
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все бол1Ье и бол1^е, а сл'Ьдовательно — и число случаевъ приложешя 
добавочныхъ скоростей. Вообразивъ себ'Ё кол-Ьна безконечыо малыми, 
мы прШдемъ къ криволинейному переменному движен1ю съ непрерыв- 
но изм^Ьняющимися скоростями по величин'Ь и направлению; каждое 
приращеше скорости наступаетъ тогда по прошеств1и безконечно ма- 
лаго промежутка времени, въ течен1и котораго точка проходитъ по пря- 
молинейному элементу своего пути; направлен1е прилагаемыхъ на каж- 
домъ элементе пути скоростей вообще не совпадаетъ съ направлен1емъ 
движен1я точки. Обозначимъ черезъ Дг* безконечно малую величину гео- 
метрическаго приращен1я скорости, которое получаетъ движущаяся 
точка, пройдя съ неизменяемою скорост1ю элементъ своего пути въ течеши 

времени Ш. Тогда -г: представитъ очевидно то приращен1е скорости, 

которое получила-бы движущаяся точка въ единицу времени, если-бы въ 
каждомъ изъ всЬхъ последующихъ элементовъ времени, составляю- 
щихъ секунду, повторялось-бы тоже самое приращеше скорости ^V ') 
по величине и по направленш. Въ этомъ смысле упомянутое част- 
ное можетъ быть названо ускорен1емъ криволинейнаго дви- 
ж е н 1 я. Следовательно, обозначая черезъ д ускореше при криволи- 
нейномъ движен1й, мы имеемъ 

^V цент. 

такое-же выражен1е, какъ (13), съ тою только разницею, что здесь ^V 
не можетъ быть определено непосредственнымъ алгебраическимъ вы- 
читан1емъ другъ изъ друга двухъ скоростей, а должно быть найдено 
геометрическимъ построен1емъ. 

Однако определен1е Лг; легко свести къ алгебраическому вычи- 
ташю, т. е. къ определешю приращешй скорости прямолинейнаго 
движешя. Действительно, мы знаемъ, что если движен1е точки намъ 
дано, то оно можетъ быть выражено въ виде трехъ прямолинейныхъ 
движешй ея проложенШ по осямъ координатъ. Ускорен1я по осямъ ко- 
ординатъ мы находимъ съ помощ1Ю алгебраическаго вычитан1я двухъ 
безконечно близкихъ скоростей другъ изъ друга, и затемъ, по най- 
деннымъ тремъ ускорешямъ, находимъ результирующее, какъ ихъ 
геометрическую сумму. Если движен1я проложешй даны относительно 



*) Буквою Д мы будемъ отличать безконечно малое приращеше величины, 
прилагающееся къ этой последней геометрически. 



42 Глава I. Кинематика. § 7 

прямоугольныхъ осей координатъ, какъ это бываетъ въ большинстве^ 
случаевъ, то результирующая скоростей или ускорешй проложен1й 
будетъ представлена диагональю прямоугольнаго параллелепипеда, по- 
строеннаго на слагающихъ скоростяхъ или ускорен1яхъ, какъ на ре- 
брахъ. Такъ какъ квадратъ этой д1агонали равенъ сумм^ квадратовъ 
трехъ реберъ, то обозначая ускорешя по осямъ о;-— овъ, у — овъ и 
в — овъ соотв'Ьтственно черезъ д^, 9^, Ог, а результирующее уско- 
рен1е — черезъ д, мы будемъ им1^ть 

9' = 9.' + 9? + 9г\ (15) 

гдЬ сумма берется алгебраически. Легко также вид'Ьть, что косинусы 
угловъ ускорен1Я д съ осями координатъ будутъ соотв1;тстБенно 

^ 92 9г 
9 ' 9 ' 9' 
и что ^^^У 

9 = 9х^9^^9г. 

Обозначая черезъ V^, г^у, V^ скорости проложен1Й по прямоугольнымъ 
осямъ координатъ, мы им'Ьемъ очевидно по (13): 

(16) 







всл'Ёдств1е чего по (15): 




2 (^Л'' 




или по (15)': 

А» 





(16)' 



Такъ какъ направлен1е ускорен1я при криволинейномъ движен1и 
не совпадаетъ съ направлен1емъ движен1я точки, то мы можехмъ 
разложить его для каждаго элемента пути на два ускорен1я: одно, 
совпадающее съ направлен1емъ движен1я, т. е. съ касательною къ 
траэктор1и, и другое, перпендикулярное къ этой касательной, т. е. 
направленное по нормали къ траэктор1и. Эти ускорен1я могутъ быть 
названы: одно — к асательнымъ или тангенцхальнымъ, а дру- 
гое — н ормальнымъ. 

Представимъ себЁ н'Ькоторое безконечно малое приращен1е ско- 
рости ВС (рис. 21), которое прибавляется къ скорости ЛВ по 
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перпендикулярному къ ней направлен1ю, и изм'Ьняетъ ее въ скорость 
ЛС. Такъ какъ длина ВС по предположен1ю безконечно мала, то эта 
лин1я можетъ быть разсматриваема, какъ эле- 
ментъ круга, описаннаго рад1усомъ ВС. Но ли- 
н1я ЛС тогда должна будетъ представлять другой 
рад1усъ того же круга; сл-Ьдовательно мы будемъ 
им'Ьть ЛВ^:=ЛС, откуда заключаемъ, что безко- 

Рис. 21. 

нечно малое перпендикулярное приращен1е ско- 
рости изм'Ьняетъ только направлен1е скорости, но не ея величину. Точно 
также понятно, что ускорение, перпендикулярное къ данной скорости, 
изм'Ьнитъ въ течен1и безконечно малаго промежутка времени (пока 
приращеше скорости имъ обусловливаемое остается тоже безконечно 
мало) только направленхе этой посл^^дней, но не ея величину. Въ 
случа'Ь криволинейнаго движен1я вся скорость всегда перпендику- 
лярна къ нормальному ускорен1Ю, ибо точка движется по траэктор1и, 
т. е. последовательно по безконечно малымъ отр'Ьзкамъ касательныхъ 
въ разныхъ элементахъ траэктор1И. Сл'Ьдовательно, нормальное уско- 
рен1е не изм'Ьняетъ величины скорости движен1я точки (т. е. скорости 
по траэктор1и), изм'Ьнен1е которой обусловливается поэтоту только 
тангенцхальнымъ ускорен1емъ. Съ другой стороны, если бы нормаль- 
ное ускорен1е не существовало, то все ускорен1е совпадало бы по- 
стоянно съ направлен1емъ движен1я, которое было бы въ такомъ 
случа'Ь прямолинейнымъ. Итакъ, тангенцгальное ускорен1е 
обусловливаетъ только изм'Ьненхе величины скоро- 
сти, нормальное — только изм'Ьнен1е направлен1я ско- 
р о сти. 

Если точка движется, наприм'Ьръ, равном-Ьрио по кругу, то танген- 
цшльное ускорен1е очевидно равно нулю, а нормальное направлено 
въ разныя времена по рад1усамъ, которые перпендикулярны къ ка- 
сательнымъ. 

Обозначимъ черезъ ^^ и д^, величины тангенц1альнаго и нормаль- 
наго ускоренхй, а черезъ д, какъ прежде, величину по л на г о уско- 
рен1я. Тогда очевидно 

9 = 9^ + дп. (17) 

9' = дг + дп'. (17)' 

Определяя величины скоростей въ двухъ сосЬднихъ элементахъ 
пути и вычитая ихъ алгебраически другъ изъ друга (предъидущую 
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скорость изъ последующей), мы получимъ очевидно безконечно малое 
приращен1е величины скорости (IV, т. е. прира1Ден1е скорости по 
траэктор1и. Ускорен1е по траэкторш, т. е. тангенц1альное ускорен1е, 

будетъ поэтому -ч-. . СлЬдовательно, на основан1и (16) и (17), мы 



можемъ писать: 









ш ) 






^^^+^- 



1<^Л' , 2 

1 +9п\ 



КМ] 



(18) 



(18)' 



при чемъ посл'Ьднее — для случая, когда движен1е дано по прямоуголь- 
нымъ осямъ. 



§ 8^ Равномерное движен1е по кругу. 



Въ вид'Ё прим1^ра на способъ разыскан1я ускорен1я, опред'Ьлимъ 
величину ускорен1я при равном'Ьрномъ движен1и по кругу. 

Пусть г будетъ рад1усъ даннаго круга, и V — скорость точки, дви- 
жущейся по немъ равном'Ьрно. Обозначимъ черезъ Т время полнаго 
в ^ ,^ обращен1я точки по кругу. 

Такъ какъ въ течен1и этого 

V / \ времени точка проходитъ рав- 

-)^' ном^рно длину круга, равную 





'^^ %т.г, то 



27ГГ 



г*Г^2т1г, откуда Т= — . (19) 

Рис. 22. 

Будемъ проводить изъ точки О (рис. 22) линш, равныя по вели- 
чин'Ь и направлешю скоростямъ движущейся точки; т. е. всЬ ско- 
рости, которыя точка въ разный времена имЬетъ на каждомъ эле- 
мент'Ь круга, отложимъ при О. ВсЬ эти скорости будутъ равны между 
собою по величин-Ь, но различны по направлен1Ю. Соединяя концы 
безчисленнаго множества такимъ образомъ отложенныхъ при точк1^ О 
линШ непрерывною кривою, мы получимъ очевидно кругъ рад1уса г;. 



§ 8 Глава I. Кинематика. 45 

Два безконечно близк1е рад1уса этого вспомогательнаго круга, ОБ^ и 
0Ъ\ представятъ дв'Ь скорости ВУн бТна двухъ сосЬднихъ элемен- 
тахъ траэктор1и *). Прямая Б'Ъ\ которая, по безконечной близости ра- 
Д1усовъ 05' и 0Ь\ совпадетъ съ элементомъ вспомогательнаго круга, 
будетчэ представлять ту скорость, которую нужно придать къ 0В\ 
чтобы получить ОЬ'. Такъ какъ Б'Ь' перпендикулярна къ рад1усу 0Б\ 
то она будетъ перпендикулярна къ БУ\ кромЁ того направлен1е отъ 
Б' къ Ъ' соотвЬтствуетъ очевидно направлен1ю отъ Б къ центру 
круга Л. Итакъ, ускорен1е направлено всегда къ центру круга. Ве- 

личина этого ускорены будетъ -.т- , гд1Ь сИ есть время, въ продол- 

жен1и котораго скорость ОБ' изм'Ьнилась въ 0Ь\ а рад1усъ вспомо- 
гательнаго круга, слЬдуя за движущеюся точкою и двигаясь съ нею 
равном'Ьрно, прошелъ длину БЪ\ Время обращен1я по своему кругу 
конца вспомогательнаго рад1уса будетъ тоже самое Т, что время 
обращен1я данной движущейся точки по ея кругу. Длина вспомога- 
тельной окружности есть 2'^V. Сл'Ьдовательно скорость движен1я конца 

вспомогательнаго рад1уса оудетъ -^ , и стало оыть: 

^5'6' г= —=- сИ^ и, опред-Ьляя или Т, или V по (19): 

г 1^ 

откуда заключаемъ, что искомое ускорен1е будетъ 

V'^ 4п:2г 

Если дано не время оборота, но число п оборотовъ въ единицу вре- 
мени, то 

1 

^ гг= — , и ^ = ^'к'^п^г , (20)' 



Найдемъ тоже ускорен1е другимъ способомъ, указаннымъ въ 
конц'Ь предъидущаго параграфа: съ помощ1ю ускорен1й проложенШ. 

Проведемъ черезъ центръ круга (рис. 23) двЬ взаимно перпен- 
дикулярныя лин1и ОТ и ОХ, и вообразпмъ движущуюся точку въ 

*) ЛйН1и ВУи 0В\ Ъ\ и 0&' должны быть параллельны и равны друп» другу. 
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положен1и Ж Уголъ, который направлен1е скорости V образуетъ съ 
положительнымъ направлен1емъ оси ОХ, обозначимъ черезъ {у,х)\ со- 

отв1^тственный уголъ съ положительнымъ 
направлен1емъ оси ОТ — черезъ {^,у). Тогда 
проложен1я скорости V на оси будутъ: 

Vу^ г= V 008 {у^х) , г'у = г» соз {^)^у) , г^г = ^ • 

Или, обозначая черезъ а уголъ рад1уса АЖ 
съ осью ОХ, и зам'Ёчая, что очевидно 




Рис. 23. 



соз {V^x) =. — 8Ш а , соз (г^,2/) = <^^8 ^ ^ 



им'Ьемъ: 



г;^ = — '^' 8ш а , 



г\ = г' соз а . 



Будемъ считать время отъ момента, когда точка находилась въ В, 
на оси ОХ. Тогда очевидно, ВЖ будетъ дуга, пройденная во время I, 
равная V^\ но такъ какъ съ другой стороны ВЖ^=^с^г, гд'ё г есть 
рад1усъ круга, то 



— -у зт — ^ , 



У) ^=. V соз — 1} , 



(21) 



гд^Ь величина - носитъ назван1е угловой скорости точки около 

центра А, Ускорен1я прямолинейныхъ движенш по линхямъ ОХ и ОТ 
находятся, какъ мы знаемъ, съ помощ1Ю алгебраическаго вычитан1я 
другъ изъ друга двухъ безконечно близкихъ скоростей, въ два по- 
сл'Ьдующхе другъ за другомъ элемента времени; т. е. 






Л1 /У^ 

V соз — Ц -\- М') — V СОЗ — ^ 

г г 






2зш-(г^ + -)8ш-- 

г 2 2, Г 



сИ 



Но если М будетъ сд1.лано меньше всякой данной величины, то 
очевидно 



ЗШ - (^ + — ) =г= ЗШ - ^ , 

г 2 г 



ЗШ — - = — - •, 
2 г 2 г 
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V'^ . V 



9у==~~^'^~^' (22) 

Точно такймъ же способомъ найдеатъ: 



и сл'Ьдовательно: 



1'^ V 

дх = С08 ~ ^ . 

г г 



и4 



(22)' 



9 —9^ +9. — ^, или 9 = ~', (23) 

а такъ какъ дал'Ье 

со8(^,а;) = ^^ = _соза, т.е. с^,ж) = -:г-а, 

со8(5г,2/) = |-^ = -8ша, т.е. (^,^) = |- + а, 
то заключаемъ, что ускорение направлено по рад1усу къ центру. 



■^-ш- 



Если точка движется по кругу съ переменною скоростью то 
мы, разсматривая это движение въ элементахъ, какъ равномерное 
приходимъ къ заключенш о существован.и ускорен1я, направленнаго 
къ центру и равнаго но величин*^, гд* ^ различно для различныхъ 
элементовъ окружности; всл*дств1е чего нормальное ускореше на- 
правленное къ центру, будетъ также изменяться со временемъ въ 
своей величине. Но такъ какъ скорость но окружности при этомъ 
изменяется, то кроме нормальнаго ускорен1я существуетъ въ данномъ 
случае-касательное, которое, слагаясь съ первымъ, даетъ полное 
ускорен1е, уже не направленное къ центру. 

^ Если путь движущейся точки представляетъ вообще какую ни- 
оудь кривую, то мы можемъ себе представить окружности, проходя- 
Щ1Я каждая черезъ три конца двухъ соседнихъ прямолинейныхъ 
элементовъ кривой, при чемъ рад1усы этихъ окружностей будутъ 
вообще различны. Черезъ каждыя три так1я безконечно близк1я точки 
на кривой мы можемъ провести очевидно только одну окружность 
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Всякая такая окружность, совпадающая двумя своими прямолиней- 
ными элементами съ двумя элементами кривой, называется с о п р и- 
касательною (въ отлич1е отъ касательной окружности, ко- 
торая совпадаетъ съ кривою только однимъ своимъ элементомъ; при 
чемъ черезъ два элемента кривой, опред'Ёляющ1еся тремя точками, 
можно провести только одну соприкасательную окружность, а черезъ 
одинъ элементъ кривой, опред'Ёляющ1йся двумя точками, — безчисленное 
множество касательныхъ окружностей). Проведя соприкасательные 
круги черезъ каждую пару элементовъ кривой, мы всю кривую 
разобьемъ на рядъ дугъ, принадлежащихъ окружностямъ, съ различ- 
ными рад1усами, которые называются р а д 1 у с а м и кривизны дан- 
ной кривой. Движенхе точки по кривой можетъ такимъ образом^ раз- 
сматриваться какъ рядъ посл1Ьдовательныхъ движен1й по разлнчнымъ 
окружностямъ. Ускорен1е каждаго изъ этихъ движен1й можетъ быть 
разложено на два: на ускорен1е по направлен1ю къ центру соприка- 
сающейся окружности, центростремительное, и на угкорен1е 
по самой окружности, т. е. по траэктор1и, которая въ разсматривае- 
мыхъ элементахъ съ окружност1Ю совпадаетъ. Первое ускорен1е вы- 

разится черезъ — , гд1^ V есть скорость точки по траэкторш для 
даннаго момента времени, а г— рад1усъ соприкасающагося круга; вто- 
рое ускорена оудетъ -^т . Сл1^довательно полное ускорена д опре- 
делится изъ формулы: 

При перемЬнномъ движен1и по какой нибудь кривой, V и г вообще 
различны въ различныхъ положен1яхъ движущейся точки на ея пути. 
При движеши перем'Ьнномъ по кругу, V различно, но г остается одно 
и тоже. 



§ 9. Криволинейное движен1е, съ ускорен1емъ постоянной вели- 
чины и неизм^ннаго направлен1я. 

Такъ какъ движен1е предполагается криволинейнымъ, то уско- 
рен1е не совпадаетъ съ направлен1емъ движен1я. Пусть О (рис. 24) 
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У 




т 



будетъ тотъ пунктъ пути, съ котораго мы начинаемъ разсматривать 
движен1е, и пусть Од будетъ по величине и направлен1ю представлять 
ускорен1е, прилагающееся къ движущейся точк1^ въ этомъ м1^ст^ ея 
пути. Направлен1е движен1я точки по элементу пути, 
проходящему черезъ О, пусть будетъ представлено 
лин1ею ОГ^, которая своею длиною и направле^н1емъ 
У^ изобразитъ также скорость движущейся точки въ упо- 
мянутомъ элемент'Ь. Изм1^нен1е скорости движущейся 
точки обусловливается приращен1емъ скорости, при- 
лагающимся въ направлен1и ускорен1я. Такъ какъ 
дв^Ь слагающ1яся скорости даютъ результирующую 
очевидно въ той же самой плоскости, въ какой находятся сами, и 
такъ какъ въ разсматриваемомъ нами случа'Ь ускорен1е по предполо- 
жен1ю не изм1Ьняетъ своего направлен1я для вс1Ьхъ элементовъ пути, 
то точка будетъ двигаться въ плоскости, проходящей черезъ направ- 
лен1е ускорен1я Од и начальной скорости ОУ^. Эту плоскость мы 
выберемъ за плоскость рисунка. 

Въ плоскости рисунка, черезъ точку О проведемъ дв1^ взаимно 
перпендикулярный оси координатъ ОУ и ОХ, изъ которыхъ первая, 
совпадая съ лин1ею Од, пусть направляется въ сторону противопо- 
ложную ускорешю. Разсмотримъ, каково будетъ движен1е по этимъ 
лин1ямъ проложен1й на нихъ движущейся точки. Такъ какъ ускорен1е 
направлено перпендикулярно къ лин1и ОХ, то его составляющая по 
этому направлен1Ю будетъ нуль, и движен1е по оси ж— въ будетъ 
равном1^рное; т. е. величина проложен1я скорости движущейся точки 
на ось ОХ въ различныхъ элементахъ ея пути будетъ одна и таже. 
Сл*>довательно, достаточно знать скорость въ одномъ какомъ нибудь 
элемент1Ь траэктор1и, чтобы опред1Ьлить движен1е проложен1я движу- 
щейся точки по оси ^— въ. Такая скорость намъ дана въвид'Ь г\,=ОУ^, 
скорости начальнаго элемента. Если мы обозначимъ черезъ а уголъ, 
который О Го д^лаетъ съ ОХ, то очевидно величина проложен1я V,, 
на ОХ, т. е. величина V^, будетъ 

^х = ь^ С08 а . (25) 

Длину пути, проходимаго точкою по ОХ, мы считаемъ отъ начала 
координатъ 0\ время I будемъ считать также отъ момента прохожде- 
Н1Я точки черезъ О. СлЬдовательно длина пути, пройденнаго по оси 
:г— овъ къ концу времени I. будетъ 

4 
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Х=:г\ С08 X . ^ 



(26) 



Такъ какъ ускорен1е направлено въ противоположную сторону оси 
у — овъ, то обозначивъ его величину черезъ д, мы найдемъ, что уско- 
рен1е по оси у — овъ должно быть положено равнымъ — д. Смыслъ 
отрицательнаго знака при д тотъ, что прибавочная скорость, обуслов- 
ливаемая ускорен1емъ, должна вычитаться изъ скорости, направленной 
въ положительную сторону по ОТ. Первоначальная скорость точки по 
оси у — въ будетъ очевидно равна проложен1Ю на эту ось скорости г^^, 
т. е. равна V^т\о^. Черезъ промежутокъ времени ( эта скорость, 
всл'Ьдств1е существован1я постояннаго отрицательнаго ускорен1я, будетъ 

1'у = г^^ 8т а — д^^ (27) 

и движен1е будетъ равномерно укоснительное. Пространство, прохо- 
димое во время I точкою, движущеюся по лин1и ОТ равном'Ьрно 
укоснительно (т. е. равномерно ускоренно съ отрицательнымъ уско- 
рен1емъ), будетъ по (9): 



у=:V^8т<x . ^ — ^д^^ 



(28) 



Уравнен1я (26) и (28) вполн'Ь опред'Ьляютъ двйжен1е точки при 
установленныхъ нами выше услов1яхъ. 

Уравнен1я (25) и (26) показываютъ, что движущаяся точка по- 
стоянно удаляется отъ лин1и ОТ, отъ которой ея разстоян1е увели- 
чивается равном'Ьрно. Уравнен1Я (27) и (28) показываютъ, что въ тоже 

самое время движущаяся точка сперва 
удаляется отъ линхи ОХ съ постоянно 
уменьшающеюся скорост1Ю, которая на- 
конецъ обратится въ нуль въ конц-Ь вре- 
мени ^^ посл1^ начала движен1я. Это 
время найдется изъ ур. (27), въ кото- 

= и 




^у 



ромъ мы должны положить 
Ь='1о. Получаемъ: 



г^^тс1~дЬ^, откуда ^ ^^ 



(29) 



Въ течеши элемента времени Ш, сл'Ьдующаго за моментомъ 1^, 
скорость точки по оси ^— овъ будетъ нуль, т. е. ея проложеше на 
мгновеше остановится на этой лиши. Зат1^мъ, когда будетъ 1>1^, то 
скорость V^^ сд'Ёлается отрицательною и таковою останется при даль- 
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нМшемъ движеши; т. е. движенхе будетъ направлено въ отрицатель- 
ную сторону оси ОТ (по рисунку сверху внизъ), и точка будетъ 
приближаться опять къ лин1я ОХ. Разстоян1е ОВ точки поворота отъ 
оси ОХ, которое мы обозначимъ черезъ ?/о, найдется изъ уравн. (28), 
гд* мы должны положить «/ = «/о и 1 = 1^ = 1^>1}^_ Получаемъ: 

^'—д 2~Г~ = 2-'^у~- (30) 

Полагая 1 = 1^ въ ур. (26), мы найдемъ разстояше х^=ОВ, на 
какомъ движущаяся точка во время поворота будетъ отъ лин1и ОТ. 
Находимъ: 



.. 2 



соз а 81'п а 



(31) 



9 
Скорость V точки по тра9ктор1и найдется изъ уравнешя 

которое на основан1и (25) и (27) обращается въ 

V^ = г;^^ — 2V^д5та..^ + дН' . (32) 

Для момента времени 1^ эта скорость обращается въ 

г^осоза, т. е. въ V^. 
Квадратъ скорости, слагаясь изъ квадрата постоянной скорости г^,^ и 
квадрата переменной скорости ^/, изменяется съ этою последнею, 
сперва уменьшаясь до точки поворота, где скорость V^, а следова- 
тельно и V, дестигаютъ своей наименьшей величины, и затемъ по- 
стоянно увеличиваясь. 

Отъ точки поворота В проложен1е движущейся точки пойдетъ 
по лин1и ОТ назадъ; сама же движущаяся точка отъ поворота Р 
будетъ приближаться къ оси ОХ, и наконецъ ее пересечетъ. Время 
пересечен1я I, определится изъ ур. (28), въ которомъ мы должны 
положить 1 = 1^ и у = 0. Получимъ: 

откуда 

иди 1,=.0, или г^ = Ъ^ _ 2#, ; (33) 



52 Глава I. Кинематика. § 10 

т. е. движущаяся точка перес1Ькаеть ось х — овъ при начал'Ь движе- 
шя, потомъ черезъ промежутокъ времени 1^ достигаетъ наивысшаго 
положешя надъ этой осью, и черезъ такой же промежутокъ времени 
опять опускается до нея. Разстояше отъ начала координатъ второй 
точки перес^Ьчешя траэктор1и съ осью х — овъ мы получимъ изъ 
ур. (26), гд1^ должны положить 1 = 1^ [по (33)] и х = х^, искомому 
разстоян1ю. Тогда будемъ им1зть: 

^^_2^со««^ша^2.:,; . (34) 

т. е. об1^ точки перес'Ьчен1Я лежатъ на одинаковыхъ разстоян1яхъ отъ 
вершины траэктор1и. 

Скорость Vу^ нроложен1я движущейся точки, когда оно вернется 
опять къ м-Ьсту исхода, найдется изъ ур. (27^), гд-Ь должно положить: 
Vу = ^у^ и 1=:^1-^. Получимъ: 

V^.^ = V^^ 8111 а — 2У(з 81П ^ = — '^о ^^^ ^ 5 ('^'^) 

вслЬдств1е чего скорость по траэктор1И во время 1^ будетъ 

^1 = ^0, (36) 

т. е. та-же, что начальная скорость. 

Наконецъ, исключая I изъ обоихъ ураБнен1й (26) и (28), мы 
получаемъ, какъ было объяснено въ прим'Ьчан1и къ § 1, уравне- 
н1е траэкторхи. точки: 

^^ = ХЬ^(^ — Х'^ ^—^^—:-- , (37) 

^ 2^2 008^ а ^ -^ 

которое, какъ учитъ насъ аналитическая геометрия, представляетъ 
параболу, кривую, получаемую отъ пересМешя поверхности круг- 
лаго прямаго конуса плоскостхю, параллельною одной изъ его обра- 
зующихъ. 



§ 10* Опред"ёлен1е длины пути по даннымъ скоростямъ. 

Если скорость V движущейся точки въ течен1и какого нибудь 
элемента времени сИ дана, то длина соотвЁтствующаго элемента П1ти из 
опред'Ёлится, какъ пространство, ]1роходимое равномерно со скорост]ю 
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г^ въ течеши безконечно малаго промежутка времени й1, т. е. какъ 

произведете Vx^^. Если даны скорости ь\, V^, г\ V^ соотв'Ьт- 

ственно для каждаго изъ безчисленнаго множества безконечно малыхъ 
влементовъ времени, на которые можетъ быть разбитъ какой нибудь 
конечный нромежутокъ времени I, то длина пути 5, проходимаго точ- 
кою въ течен1и упомянутаго промежутка времени съ перем'Ьнною 
€корост1ю, будетъ равна очевидно сумм'Ь пространствъ, проходимыхъ 
въ различные элементы времени, т. е. 

5 = г;^(^^ -|- ^2^^ + ^3^^ г^п^^, (38) 

гд'Ь слагаемыхъ въ сумм'Ь будетъ безчисленное множество и каждое 
слагаемое, т. е. каждый членъ суммы будетъ безконечно малъ. Эле- 
менты, на которые мы д-Ьлимъ данный нромежутокъ времени I, могутъ 
быть выбраны произвольной величины, лишь бы они были безконечно 
малы; такъ иаприм'Ьръ, мы можемъ ихъ выбрать безконечно малыми 
и равными другъ другу. Въ такомъ случать элементы пути, т. е. про- 
изведен1я V^си, г^сИ и т. д., будутъ тоже безконечно малы, ибо V^, г\ 
не безконечно велики; но эти произведен1Я уже не будутъ произ- 
вольны, а каждое будетъ въ опред'Ьленное число разъ бол^е вели- 
чины элемента времени. 

Интегральное исчислеше учитъ насъ, какимъ образомъ находить 
сумму, состоящую изъ безчисленнаго множества безконечно малыхъ 
слагаемыхъ, изменяющихся по изв1Ьстному данному закону. Возмож- 
ность нахождешя суммъ такого рода, какъ (38), мы пояснимъ н'Ь- 
сколькими примерами. 

Если движете равном'Ьрное, то очевидно и^^^г^^^гт^ • • •=г'„. 
Следовательно, выражете (38) обращается въ 

где V обозначаетъ постоянную скорость движетя, а п представляетъ 
число (безконечно большое) безконечно малыхъ промежутковъ вре- 
мени, на которые мы делимъ весь данный конечный нромежутокъ 
времени I. Следовательно п.(И^=1, и 

Пусть движете будетъ равномерноускоренное, и скорость къ 
концу времени I выражается черезъ 



54 Глава I. Кинематика. § 10 

Тогда скорость въ начальномъ элемент'Ь, т. е. для времени 1^=0, 
будетъ -г^^; длина соотв^Ьтствующаго элемента пути будетъ V^(^^, т. е. 
длина пути, проходимаго въ промежутокъ времени (II, сл^Ёдующ!!! за 
моментомъ Ь^=0. Къ концу времени сИ скорость будетъ V^-^-дй^\ 
длина пути, проходимаго съ этою скорост1ю будетъ (г^^ + дй1)й1. Еъ 
концу времени Ы1 скорость будетъ г'^ + 5^2сЙ; длина пути, проходи- 
маго съ этою скорост1ю въ слЬдующШ за временемъ Ы1 промежутокъ 
времени сИ, будетъ {ю^А- д^сЩсИ. Наконецъ длина пути, проходимаго 
въ посл'Ьдшй п — ный элементъ времени, сл'Ьдующ1й за моментомъ 
{п — 1)М, будетъ {V^-\-д{п — 1)сЩсИ. Сл1^довательно длина пути, про- 
ходимаго во ВСЁ 71 элементовъ времени, т. е. во все время I, будетъ 

5 = V^с^^ + {у^ + дсИ) йЬ + (^о + 5^2й^ й1 -{- К + ^ {п~\)йЬ\ сИ 

= V^пс^^-\-д^с^^)\1-\-2 + 3+ • . . .п — Г), 
Такъ какъ сумзш натуральныхъ чиселъ, до числа N. выражается 
черезъ 5 {N+1)N, то наша предъидущая формула обратится въ 

1 

1 1 

= V^п^^ "^ 2 ^ О^^О^ — ^ дпМ\ 

или такъ какъ псИ = (, то 

1 1 

8 = V^^-^~д^^~-д^.а^] 

но (И можетъ быть сд^Ьлано меньше всякой данной величины; следо- 
вательно 

т. е. изв'Ьстная уже намъ формула (9). 

Очевидно, что, для опред'Ьлен1я длины пройденнаго пути, намъ 
достаточно знать только величину скорости для каждаго элемента пути, 
но не ея направлен1е. Но длина пройденнаго пути, безъ данной его формы, 
не опред^ляетъ вполн1^ движенхя. Если же намъ даны всЬтри проложешя 
скорости на данный оси координатъ, то находя пространства, прохо- 
димый точкою по осямъ координатъ, мы опред'Ьляемъ т'Ьмъ самымъ, 
для всякаго момента въ данномъ промежутк'Ь времени, ея положен1я 
въ пространств^^; сл'Ьдовательно вполн'Ь опред'Ьляемъ ея движен1е въ 
упомянутомъ промежутк']^ времени. Кром'Ь скорости — при этомъ намъ 
очевидно должна быть дана та точка въ пространств-Ь, отъ которой 
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движете начинается, или отъ которой мы начинаемъ разсматривать 
ДБИжен1е. 

Пусть х^, Уо, ^0 будутъ координаты движущейся точки для вре- 
мени ^ = 0; пусть г^х, ^у, '^г будутъ слагающ1я скорости по осямъ 
координатъ, данныя для каждаго момента изв'Ьстнаго промежутка вре- 
мени, отъ 1^=0 до ^( = ^ т. е. выраженныя какъ функц1й времени. 
Тогда, обозначая для краткости алгебраическую сумму вида (38), 
взятую по элементамъ времени между упомянутыми выше пред^Ьлами 

О ж1, черезъ Ъ^й1, мы будемъ им-Ьть сл'Ьдующ1я выражен1я для 

С) 

координатъ движущейся точки во время 1\ 

о 

у■=г^,,л■ъьл^, . (39) 

о 

^ — ^0 "Н ^ ^2^^ • 
о 

Выражен1я (39) суть очевидно уравнешя движен1я, р'Ьшающ1Я 
вполн'Ё задачу о нахожден1и положешя движущейся точки въ любое 
время I. 

Произведете скорости на время, какъ вообще всякое количество, 
составленное изъ двухъ множителей, можетъ быть представлено гра- 
фически въ вид1Ь площади н'Ькотораго прямоугольника, числовая вели- 
чина сторонъ котораго равна соотв1^тственно числовымъ величинамъ 
того и другаго изъ производителей. ДМствительно, вообразимъ себ'Ь 
прямоугольникъ, основате котораго заключаетъ въ себ'Ь столько 
единицъ длины, сколько данное время I сек. — единицъ времени, а 
высота котораго заключаетъ въ себ'Ё столько единицъ длины, сколько 

цент. гг 

данная скорость V — единицъ скорости. Тогда площадь такого пря- 
моугольника будетъ равна V^, и будетъ заключать въ себ'Ь столько еди- 
ницъ площади (т. е. цент.^), сколько пространство 5 цент., проходимое 
равйом'Ьрно во время I со скорост1ю V, содержитъ единицъ длины. 

Такъ какъ всякое перем-Ьиное движете можетъ быть предста- 
влено въ своихъ элементахъ равном'Ьрнымъ, то пространство, прохо- 
димое въ каждый элементъ времени й1, можетъ быть выражено пло- 
щадью прямоугольника, съ основанхемъ йЬ и высотою, равною V, т. е. 



56 



Глава I. Кинематика. 



§ 10 



^к 



скорости въ соотвК^тствующемъ элементе. Сумма площадей безчислен- 

наго множества такихъ безконечно уз- 
кихъ прямоугольниковъ (рис. 26) вы- 
разитъ пространство, проходимое въ 
опредЁленный конечный нромежутокъ 
времени. Эта сумма представитъ пло- 
щать, заключенную между прямой 01, 
двумя перпендикулярными къ ней пря- 
мыми 0У^\\1 V, и ломаною лин1ю Т^^ V, 
Рис. 26. которая, съ уменьшешемъ промежут- 

ковъ с11, обратится въ непрерывную кривую, называемую кривою 
скоростей. Если дано какое нибудь соотношеше, опред1^ляющее 
каждую скорость V по каждому данному времени / (т. е. если V да- 
на въ функц1и (), то кривая скоростей построится также, какъ вся- 
кая вообще кривая, для которой дано соотношеше между координа- 
тами ея точекъ (см. § 1). Сл1^довательно при построен1и выражен1я 

мы должны разсматривать всякое I, какъ координату х (абсциссу) 
какой либо точки плоской кривой, а V — какъ соответствующую ко- 
ординату у (ординату). 

Для равном1^рноускореннаго движешя, гд1Ь 

кривая скоростей будетъ прямою лишей. Д'Ьй- 
ствительно, построивши (рис. 27) абсциссу I и 
ординаты V^ и V, мы ироведемъ лин1ю V^V^^, па- 
раллельно 01\ зат^мъ построимъ ординату г^ со- 
отв'Ьтствующую абсцисс'Ь V. Такъ какъ 



о г ± 

Рис. 27. 



то 



V' 


= Г, 


+ 9*', 


V - 


-^"о. 


* 


V'- 


-г». 


^" 



посл1Ьдняя пропорц1я показываетъ, что точка V^ лежитъ всегда на 
третьей сторон1^ прямоугольнаго треугольника V^г\V\ сл'Ьдовательно 
лишя скоростей, между V^ и г\ есть прямая. 
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Площадь фигуры ОV^V^, состоя изъ прямоугольника ОV^V^; и 
прямоугольнаго треугольника V^{VV^, будетъ равна 

или 

=-%1 + ~д1\ (39)' 

и выразить пространство, пройденное равном1Ьрно ускоренно во время 
I, съ ускорешемъ д и съ начальною скорост1ю т^. 

Сводя опред'Ьлеше пройденнаго пространства на вычислеше пло- 
щадей, мы т'Ьмъ не изб'Ьгаемъ однако суммован1я безконечно ма- 
лыхъ величинъ, ибо для опред'Ьлен1Я площадей, ограниченныхъ кри- 
выми лишями, мы им^Ьемъ только одинъ способъ — разбивать эти пло- 
щади на безконечно малыя части, который можно-бы было разсматри- 
вать, какъ ограниченный прямыми лин1ями. Только площади фигуръ, 
ограниченныхъ прямыми лишями, мы можемъ непосредственно срав- 
нивать, при помощи наложен1я, съ принятою нами единицею площади 
(т. е. съ квадратомъ, стороны котораго равняются единиц'Ь длины) 
или съ конечными частями этой единицы. Сл1Ьдовательно, только при 
равном1^рно ускоренномъ движен1и мы можемъ опред-Ьдить пройденное 
пространство непосредственно безъ помощи суммован1я безконечно 
малыхъ путей. 

Т1^мъ не мен'Ье сведете опред1Ьлен1я пути къ опредЁлешю пло- 
щади можетъ им'Ьть ту выгоду, что при вычислен1и площади мы мо- 
жемъ разбивать ее на безконечно малыя части разнообразными спо- 
собами, выбирая при этомъ такой способъ разбиван1я, при которомъ 
суммоваше частей можетъ быть произведено всего легче. Наприм1^ръ 
предположимъ, что зависимость скорости отъ времени представлена 
уравнен1емъ 



г = ^/а^—1\ (40) 

для промежутка времени между (^ = () и 1 = а. Для опред'Ьлешя про- 
странства, пройденнаго точкою отъ начала движенхя, т. е. отъ 1=^0, 
до какого нибудь момента между О и а, намъ нужно-бы было искать 
такую сумму безконечно малыхъ величинъ: 



\/аКй^+\/{а'--й^)\а^-\-\/а''~(2с^^)\с^^^ \/а''—{пйг)\сИ. (41) 

Не выполняя непосредственно суммовашя, мы посмотримъ сперва, къ 
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опред'Ьленхю площади какой кривой сводится нахождсн1е искомаго 
пространства. 

Строя кривую по ур. (40), мы видимъ, что 
скорость въ начал1^, при г^ = (?, имЁетъ наиболь- 
шую величину а, которая на рисунк1Ь (рис. 28) 
выразится лин1ею 0А\ зат-Ьмъ скорость умень- 
^ ^ шается и при г^ = а (на рис.: ОВ) д1>лается рав- 

Рис. 28. ц^ нулю. Для какого нибудь промежуточнаго мо- 

мента времени, опредЬляемаго абсциссою 01, мы вычисляемъ орди- 
нату Ю или Оу по ур. (40): 

Од = |/а2 — Ш' , откуда 0^'' + 0^' = а^ = ОС : 

сл-Ьдовательно разстояше ОС какой либо точки на кривой скоростей 
отъ начала координатъ всегда равно а, откуда заключаемъ, что кри- 
вая ЛВ есть дуга круга, рад1уса а, центръ котораго въ О. Искомое 
пространство, для времени 1^=^01, выразится суммою площадей пря- 
моугольнаго треугольника ОСЬ и сектора круга ЛОС, причемъ каж- 
дая изъ площадей, составляющихъ эту сумму, уже не будетъ им^Ьть 
непосредственнаго кинематическаго значен1я. 

Для опред-Ьденхи площади сектора мы, какъ изв'Ьстно, разбиваемъ 
дугу АС на безчисленное число п прямолинейныхъ элементовъ, дли- 
на каждаго изъ которыхъ будетъ — ; всл1Ьдств1еэтого секторъ Л0(7 

разобьется на безконечное множество треугольниковъ; основан1емъ каж- 
даго изъ нихъ будетъ элементъ дуги, а высотою — рад1усъ круга: каж- 

а АС 
дая такая элементарная площадь оудетъ очевидно равна^^ -; сумма 

1 

изъ п такихъ площадей будетъ ^ а. Л С. При этомъ опять, площади 
элементарныхъ треугольниковъ, суммовашемъ которыхъ мы находимъ 
площадь сектора, не им'Ёютъ никакого непосредственнаго кинемати- 
ческаго значешя, въ род1^ того, какъ элементарный площади, съ по- 
М0Щ1Ю которыхъ могутъ-быть представлены члены суммы (41). Обо- 
значимъ черезъ а уголъ АОС, т. е. длину дуги, которая описана изъ 
точки О рад1усомъ единицею въ томъ-же угл'Ь ^.ОС. Тогда очевидно, 
АС-=-а .^,\\ площадь сектора = 2^ а^а. Сл'Ьдовательно искомое про- 
странство 5 выразится такъ: 



8^-0*ЛС + ^аЧ, 



§ и 
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или такъ какъ 



то 



^С = V = уа'—^\ 



причемъ 



8 = -^,1/а'~^'-}-^аЧ, 



Ыпсг а :=2 



81Па - 




а а 

Если известны тригонометрическ1я количества 8ш, сов, 1§, относя- 
Щ1ЯСЯ къ какому нибудь углу а, то уголъ этотъ мы считаемъ вполн-Ь 
опред'Ьленнымъ и изображаемъ такимъ образомъ: если 

8ш а = а , С08 а = 6 , (§ а ^= с , 
то 

а = агс . 8111 а = агс . со8 Ъ = аге Л^с ^ 

что обозначаетъ: дуга а есть такая, которой вш есть а, сов есть, Ъ и 
т. п. Сл^Ьдовательно мы можемъ писать: 



■ V" 



2 а 



(42) 



§ 11^ Опред'Ьлен1е движения по даннымъ ускорен1ямъ. 

Предположимъ, что намъ дано ускорен1е д^ для элемента вре- 
мени Ш, сл1Ьдующаго за моментомъ времени начала движешя, направ- 
ленное по траэктор1и движущейся точки; тогда величина скорости точки 
къ концу этого элемента времени возрастаетъ на величину д^сИ, и если 
для предыдущаго элемента времени скорость была V^ , то для посл'Ь- 
дующаго — она будетъ V^ + д^сЩ если зат-Ьмъ будетъ дано ускоре- 
ше ^2 (тоже тангенц1альное) для элемента времени, сл-Ьдующаго за 
моментомъ (И, отъ начала движешя, то къ концу этого элемента ско- 
рость возрастетъ еще на д^М, и въ течен1и сл'Ьдующаго элемента, 
т. е. до конца времени ЫЬ, она будетъ V^-\- д^М + д^М, и т. д.. Такимъ 
образомъ, черезъ н'Ькоторое безконечно большое число п безко- 
нечно малыхъ промежутковъ времени Ш, изъ которыхъ состоитъ 
н1>который конечный промежутокъ времени, отъ начала движен1Я, 
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начальная скорость увеличится на 

д^А1-^- д^сИ-^ д^(И^ - • • * дп-гсЫ -\- д.Д^ , (43) 

и эта сумма, будучи придана къ скорости первоначальнаго элемента 
(съ котораго мы начинаемъ разсматривать движете), выразитъ ско- 
рость въ течен1и элемента времени Ш, сл'Ьдующаго за промежуткомъ 
п^1 = 1, отъ начала движен1я. Суммован1е (43) опять можетъ быть 
приведено къ нахождешю площади кривой ускоренхй, которая 
строится по уравнен1ю 

выражающему зависимость д отъ времени, причемъ различный вре- 
мена откладываются какъ абсциссы, а соотв1Ьтствующ1я величины 
д — какъ ординаты. Вообще мы видимъ, что скорость по даннымъ тан- 
гешцальнымъ ускорен1ямъ находится съ помощ1Ю такихъ-же суммова- 
н1й, какъ проходимое пространство — по даннымъ скоростямъ. Изъ (43) 
легко видеть, что если ускорен1е д будетъ постоянно, то приращеше 
величины скорости будетъ, черезъ промежутокъ времени ^, д1, а са- 
мая скорость, если г-^ будетъ начальная ея величина: 

г'^ -т- д^ . 

Если ускорен1е (тангенц1альное) возрастаетъ пропорционально времени 
и вообще будетъ 

д^а-уЫ, 



то, при начальной скорости г'^: 



1 



и т. п. 

Такъ какъ, по даннымъ тангенц1альнымъ ускорен1ямъ, первона- 
чальной скорости и положен1ю точки исхода, мы можемъ опред'Ьлить 
только величину скорости по траэктор1и и длину пройденнаго про- 
странства, то вообще движете не опред'Ьляется вполн'Ь выше упомянуты- 
ми данными, ибо остается еще неизв-Ьстною форма пути. Дляполнаго опре- 
д-Ьленхя движетя намъ нужно знать, кром-Ь величины скорости, еще ея 
направлен1е въ каждомъ элемент'Ь, т. е. другими словами, направленхе 
каждаго элемента траэкторхи. Величину и направлете скорости мы бу- 
демъ знать, когда она дана намъ своими тремя слагающими по осямъ 
координатъ (обыкновенно прямоугольнымъ), ибо тогда мы знаемъ не 
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только величину д1агонали, представляющей результирующую этихъ 
скоростей, но и ея направлен1е: 



ибо тогда г;^ := Ух^ 



+ ^у!^ П С08 (V^X') ^=^ — , 



С08[0,7/') = 



С08 



(..)=:^] 



(44) 



и направлен1ю (т. 



Для того-же, что-бы знать всЬ три скорости по осямъ координатъ мы 
должны знать вс1^ три ускорешя, т. е. полное ускорен1е, данное его 
тремя слагающими. 

Итакъ, движен1е вполн'Ь опред^Ьлено, когда даны заразъ: 1) по- 
ложен1е точки исхода, 2) скорость первоначальнаго элемента, по вели- 
чпн'Ё и направлешю (т. е. обыкновенно — ея слагающ1я по осямъ коорди- 
натъ) и 3) полное ускорен1е для каждаго элемента времени, по величин'Ь 

опять его слагающ1я по осямъ координатъ). 

Пусть напримЬръ точ- 
ка О (рис. 29) предста- 
вляетъ собою начало дви- 
жен1я, ЛИН1Я ЛВ = V^, по 
величине И направлен1Ю, — 
скорость начальнаго эле- 
мента , лин1и д^, д^ ^ 

д^ — ускорешя въ 

концахъ перваго, втораго 
и т. д. элементовъ Найдемъ 
посл'Ёдовательнымъ постро- 
ен1емъ элементовъ путь дви- 
жущейся точки. Какъ обык- 
новенно, опред'Ьляемъ эле- 
менты пути въ томъ пред- 
положен1и, что каждый иаъ 
нихъ проходится въ рав- 
ныя, но безконечно малыя, 
времена сИ. Лишя 0V^^, па- 
раллельная и равная ^.^>, от- 
ложенная отъточки О, даетъ 
направлен1е перваго эле- 
мента траэктор1и. Длина перваго элемента будетъ с18^ = р^уси. Зат1Ьмъ 
лишя, параллельная и равная д^, дастъ направлен1е прираи^ен]я ско- 




Рис. 29. 
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рости въ конц'Ь перваго элемента времени; длина д^й1, отложенная 
на этой ЛЙН1И, дастъ величину этого приращен1я; д1агональ параллело- 
грамма, построеннаго на скоростяхъ V^ и д^ЛЬ дастъ, по величин^^ и 
направлен1ю, скорость V^ во второмъ элемент1^ пути; длина этого эле- 
мента будетъ с18^=^г\(И. ЗаттЬмъ, такимъ же образомъ складывая 
скорости г\ и д2(И. опред1^ляемъ скорость г?2 третьяго элемента и 
его длину с182=г'2(И, и т. д. Такимъ образомъ построимъ, элементъ 
за элементомъ, весь путь точки. Возможность описаннаго построен1я 
показываетъ, что вышеприведенныя данныя вполне опредЁляютъ дви- 
жен1е. Но мы не им'Ьемъ средствъ производить безчисленное множе- 
ство геометрическихъ сложен1й, не выполняя д1эйствительно безко- 
нечнаго числа построешй диагоналей параллелограммовъ; поэтому 
мы сводимъ опред1Ьлен1е движешя по траэктор1и къ разыскашю 
движешй по прямолинейнымъ осямъ координатъ, при каждомъ изъ 
которыхъ ускорешя направлены по лин1ямъ движешя; тогда сложешя 
скоростей сводятся къ алгебраическимъ суммовашямъ, которыя выпол- 
нять мы можемъ, какъ-бы ни было велико число членовъ суммы. Въ 
§ 9 мы им'Ьли прим'Ьръ подобнаго рода изсл'Ьдовашя, гд'ё мы, по дан- 
ному ускорешю проложенШ, по начальной скорости и по данной точк'Ь 
исхода, опред'Ьляли движен1е. 

Обозначимъ черезъ V^^, V^^, 'г;^^ данныя первоначальный скоро- 
сти по осямъ координатъ, черезъ д^, д^ , ^^ — ускорен1Я по т1Ьмъ-же 
осямъ, представленный какъ функции времени. Тогда скорости V^, 
Vу, ъ\, которыя будетъ им'Ьть по осямъ координатъ движущаяся точка 
къ концу времени Ь, представятся такимъ образомъ: 

V,=^V,^+Ъд,М, (45) 

г\ = г?,^ 4- И дъЛЬ . 

гд'Ь суммы берутся по всЬмъ элементамъ времени въ промежутк^^ 
отъ 1=^0 до 1=^1. Опред^ливъ изъ (45) скорости въ зависимости 
отъ времени I, мы съ помощ1ю урр. (39) найдемъ положен1е точки 
относительно данныхъ осей для всякаго времени, т. е. р'Ьшимъ вполн'Ь 
задачу о движен1и. 
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§ 12, Кинематика неизменяемой системы точекъ. 

Совокупность н^сколькихъ движущихся точекъ называется во- 
обще системою движущихся точекъ. Если каждая точка системы 
можетъ передвигаться независимо отъ другихъ точекъ той-же системы, 
т. е. такъ, какъ будто-бы этпхъ посл'Ьднихъ не было, то система назы- 
вается системою свободны хъ точекъ. Если какое нибудь пе- 
рем^Ьщеше одной точки обусловливаетъ собою перем1Ьщешя другихъ 
точекъ, то система называется системою несвободныхъ или 
связанны хъ точекъ. Система несвободныхъ точекъ можетъ быть 
сама по себ4 свободною или несвободною, смотря по тому, 
можетъ или не можетъ такая система перем'Ьщаться во вс1Ь стороны, 
заразъ вс'Ьми своими точками одинаково и безъ изм1Ьнен1я относи- 
тельнаго ихъ расположешя. Твердое т^Ьло въ пространств'Ь предста- 
вляетъ прим Ьръ свободной системы связанныхъ точекъ; 
твердое т1^ло на плоскости — прим1^ръ несвободной системы 
связанныхъ точекъ. 

Какова-бы ни была система точекъ, всякое ея движен1е мы мо- 
жемъ разсматривать, какъ состоящее изъ двухъ: однаго общаго всЬмъ 
точкамъ, и другаго — относительнаго, въ сравнеши съ какою нибудь 
произвольно выбранною точкою той-же системы. ДМствительно, ско- 
рость каждой точки для каждаго момента времени мы можемъ раскла- 
дывать на дв1^, изъ которыхъ одна будетъ равна по величин* и на- 
правлен1ю скорости н'Ькоторой произвольно выбранной точки системы, 
и будетъ для вс1Ьхъ точекъ, стало быть, одна и таже, а другая вооб- 
ще для разныхъ точекъ будетъ различна; первая* скорость обусло- 
витъ одно изъ вышеупомянутыхъ двухъ движешй, вторая — другое. 
Очевидно, что только относительное движенге точекъ системы зави- 
ситъ отъ характера ея связности, и при изучении этого движе- 
н1я мы можемъ одну изъ точекъ системы разсматривать, какъ не- 
подвижную. 

Неизм-Ьняемою системою называется такая, точки кото- 
рой не могутъ изм1Ьнять своихъ взаимныхъ разстоян1Й. Точки абсо- 
лютно твердаго тЬла представляютъ прим'Ьръ такого рода системы. 
Сл'Ьдовательно въ ней должны также оставаться неизм-Ьиными раз- 
стояшя ея точекъ: 1) отъ всякой точки неизм'Ьнно связанной съ си- 
стемой, 2) отъ какой нибудь прямой, проведенной между любыми 
двумя точками, или принадлежащими къ систем'Ё^или вображаемыми, но 
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съ нею неизм-Ьино связанными, 3) отъ плоскости, проведенной черезъ 
любыя три точки, принадлежащ1я системе или съ оною неизменно связан- 
ныя. Сл'Ьдовательно, если мы вообразимъ н1^которыя оси координатъ, 
неизм^Ьннымъ образомъ связанный съ системою, т. е. проходящ1я всегда 
черезъ одн'Ь и тЁже ея точки (очевидно четыре точки опред'Ьлятъ три 
так1я оси вполн'Ь), то координаты точекъ системы относительно этихъ 
осей, при всякомъ движен1и системы, останутся неизменными. 

Такъ какъ изучен1е тёхъ родовъ движен1я всякой системы, ко- 
торые характеризуются свойствами связности этой посл'Ьдней, сво- 
дится къ изучен1ю движешй ея точекъ около одной неподвижной, но 
произвольно выбранной, то мы и обратимся прежде всего къ движе- 
шю неизменяемой системы около неподвижной точки. Пусть О бу- 
детъ некоторая неподвижная точка системы; тогда всякая другая 
точка А можетъ около нея двигаться не иначе, какъ оставаясь отъ 
О на неизм^нномъ разстоян1и. Вс1Ь точки, лежащ1я на поверхности 
сферы рад1уса ОА, около точки О, должны оставаться на этой сфе- 
р1^, перемещаясь только по ея поверхности. Вообразимъ какхя ни- 
будь две точки А и В (рис. 30), лежащ1я на этой поверхности; 
после какого нибудь перем^ещен1я (конечнаго или безконечно малаго) 
положеше этихъ точекъ на той-же сфер1Ь будетъ А и ^5^ Дуги боль- 
^в' шихъ круговъ (центръ которыхъ въ О), про- 
веденныхъ отъ А V^ъ Б и отъ А! къ В\ бу- 
дутъ очевидно равны между собою, такъ какъ 
разстоянгя между точками системы неизм'ен- 
ны''). Соединимъ дугами большихъ круговъ 
точки А съ А и В съ В\ черезъ середины 
этихъ дугъ, Е и Р, проведемъ опять больш1е 
круги, перпендикулярно къ АА и ВВ. Тогда очевидно, каждая точка 
круга ЕС будетъ одинаково отстоять отъ точекъ А и А\ точно 
также каждая точка круга ЕС будетъ одинаково отстоять отъ В и 5'. 
Сл-едовательно, для точки С пересечещя дугъ ЕС и ЕЕ, мы будемъ 
им'еть: АС^АС и ВС=ВЧу\ откуда заключаемъ, что сферическ1й 
треугольникъ АВС при наложен1И совпадетъ съ треугольникомъ 
А В С. Такъ какъ разстоян1я точки С отъ обеихъ точекъ А и В 
остаются одни и т^еже, до и после перемещен1я, то эта точка должна 




■'') Плоскость рисунка мы должны представить себ1^ поверхност1ю СФеры, и 
прямььч Л11Н1И — дугами большихъ круговъ. 
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принадлежать къ неизм1Ьняемой систем^Ь; кром'Ь того мы видимъ, что, 
при данномъ перем'Ьщен1и фигуры ЛВС, точка С остается неподвиж- 
ною. Другою неподвижною точкою при данномъ перем'Ьщенхи будетъ 
очевидно другой конецъ д1аметра сферы, проходящаго черезъ точку С, 
Сл'Ёдовательно, къ концу даннаго нерем'Ьщенхя одинъ изъ д1аметровъ 
разсматриваемой сферы, или вообще одна изъ прямыхъ лиши, прохо- 
дящихъ черезъ О, не измМитъ своего положешя. Если-бы, кром'Ь пе- 
рем^щен1и точекъ Л и В, мы обратили внимаше на перем'Ьщенхе ка- 
кой нибудь другой пары точекъ, совершающееся совм-Ьстно съ пер- 
вымъ, то опред'Ьляя положеше неподвижной точки на сфер1^ по вы- 
шеуказанному способу, мы пришли-бы непрем-Ьнио къ той-же самой 
неподвижной лин1и, которая опред'Ьлена церемЬщешемъ первыхъ двухъ 
точекъ. ДМствительно, неподвижность какой нибудь другой лиши 
обусловила-бы также неподвижность плоскости, проходящей черезъ 
оо'Ь неподвижный лиши, а сл'Ьдовательно — и неподвижность всей си- 
стемы. Стало быть, при данномъ перем1^щен1и неизменяемой системы 
около точки, можетъ оставаться неподвижною только одна лишя, ко- 
торая проходитъ черезъ неподвижную точку. Такъ какъ разстояшя 
точекъ отъ этой лин1и должны быть неизм'Ённы, то движенхе систе- 
мы должно состоять во вращеши ея точекъ около упомянутой лиши. 
Итакъ, всякое пере м-Ьщенхе точекъ неизменяемой си- 
стемы около неподвижной точки можетъ быть произ- 
ведено вращен1емъ системы около некоторой непод- 
вижной оси. 

Представимъ себе рядъ последовательныхъ перемещешй неиз- 
меняемой системы около неподвижной точки. Положешя, въ которыя 
приходитъ последовательно система , вследств1е этихъ перемеще- 
шй, обозначимъ какъ 1, 2, 3 и т. д. до N. Переходъ системы изъ 
каждаго предыдущаго положешя въ последующее можетъ быть совер- 
шенъ съ помощ1ю движешя системы около некоторой оси, причемъ 
для каждаго перемещешя, вообще говоря, можетъ найтись своя 
ось вращен1я. Такимъ образомъ мы будетъ иметь рядъ последователь- 
ныхъ вращешй около различныхъ осей, проходящихъ черезъ одну 
неподвижную точку. Но съ другой стороны, перемещеше изъ поло- 
жешя 1 въ положеше Л^ можетъ быть произведено непосредственно 
тоже вращешемъ системы около некоторой оси. Следовательно, рядъ 
вращен1й неизменяемой системы около произвольнаго числа осей, про- 
ходящихъ черезъ неподвижную точку, мы можемъ заменить въ ре- 
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зультат1^ вращвн1емъ около одной оси, и на оборотъ — вращеше око- 
ло одной оси представить, какъ результатъ посл1Ьдовательныхъ вра- 
щен1й около различныхъ произвольно выбранныхъ осей. 

Если движен1е системы около неподвижной точки мы предста- 
вимъ себ'Ё, какъ рядъ посл'Ьдовательныхъ положен1Ё, отд1Ьленныхъ 
другъ отъ друга безконечно малыми промежутками времени, то дви- 
жен1е системы въ каждый изъ такихъ безконечно малыхъ промежут- 
ковъ времени будетъ состоять во вращен1и около н1^которой оси, 
проходящей черезъ неподвижную точку. Сл1Ьдовательно, всякое не- 
прерывное д в и ж е н 1 е н е и з м 1^ н я е м о й с и с т е Э1 ы около н е- 
подвижной точки можно представить, какъ рядъпо- 
сл'Ьдовательныхъ вращен1й около осей, проходя щ и хъ 
черезъ неподвижную точку и н е п р е р ы в н о и з м т^ н я го- 
щихъ свое направлен1е Къ тому-же представлен1ю мы мо- 
жемъ пр1йти и другимъ путемъ. Въ § 8 мы вид-^ли, что всякую тра- 
эктор1Ю точки можно представить себ1^, какъ рядъ безконечно ма- 
лыхъ круговыхъ дугъ, положен1е центровъ которыхъ и величина ра- 
д1усовъ для каждаго элемента траэктор1и различны ''): сл^Ьдовательно, 
движен1е всякой точки по ея траэкторп! можно представить себ'Ь, 
какъ рядъ безконечно малыхъ ея вращен1й по элементамъ раз- 
личныхъ круговъ кривизны. Такпмъ образомъ, движен1е каждой точки 
неизм'Ьняемой системы можетъ быть представлено, какъ рядъ враще- 
н1й по кругамъ кривизны ея траэктор1и; въ течен1и даннаго эле- 
мента времени, стало быть, каждая точка системы движется по своему 
кругу. Но пока точка движется по кругу, центръ его и самая движу- 
щаяся точка иредставляютъ н1&которую неизм'Ьняемую систему; сл^^до- 
вательно, вс^Ь центры круговъ въ течен1и даннаго элемента времени 
неизменно связаны съ точками системы. А такъ какъ эти центры, при- 
надлежа такимъ образомъ къ неизм^Ьняемой систем'Ь, остаются не- 
подвижными, то они должны вс1^ или находиться въ одной точк^, 
или лежать на прямой, проходящей черезъ эту точку. Сходиться въ 
одну точку всЬ центры вращен1я не могутъ, ибо въ такомъ случа'Ё 
мы могли-бы найти всегда так1я точки, которыя двигались-бы по двумъ 
кругамъ, плоскости которыхъ пересекаются, всл'Ьдств1е чего изм'Ь- 
нялось-бы разстоян1е между этими точками. Поэтому остается одно 



'^З Прямая лин1я при этомъ представится напрпмЪръ, какъ рядъ дугъ, рад1усы 
которыхъ безконечно велики, а центры удалены въ безконечность. 
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возможное расположен1е центровъ кривизны — по й])ямой лин1и. Та- 
кая прямая ЛИН1Я называется мгновенною осью вращен1я 
системы. 

Длина путей, проходимыхъ' точками системы при данномъ вра- 
щенш этой посл'Ьдней около какой либо оси, будетъ различна; но 
уголъ вращен1я, т. е. уголъ между двумя лин1ями, представля- 
ющими разстоян1я данной точки отъ оси вращен1я, до и посл1^ пере- 
вгЬщен1я, будетъ очевидно для всЬхъ точекъ одинъ и тотъ-же, ибо 
въ противномъ случа'Ь разстоян1я между точками системы должны-бы 
были изм^Ьняться. Если уголъ вращен1я мы обозначимъ черезъ а, то 
длина пути, пройденная при этомъ точкою, находящеюся на разстоя- 
н1и г отъ оси вращен1я, будетъ представлена длиною дуги круга, 
описанной рад1усомъ г въ у^л^Ь а, т. е. черезъ га. Если вращен1е 
около данной оси совершается такимъ образомъ, что въ равные и про- 
извольно выбранные промежутки времени система поворачивается на 
равные углы, то вращенге называется равном]^рнымъ. Уголъ, на ко- 
торый система повернется, или повернулась-бы, при равном1Ьрномъ вра- 
щен1и въ единицу времени, называется угловою скорост1ю 
около данной оси. Всякое неравном'Ьрное вращен1е мы можемъ пред- 
ставить себ1^, какъ состоящее изъ ряда равном]^рныхъ вращен1й, 
Бродолжающихся, каждое, безконечно малый промежутокъ времени и 
им1^ющихъ различныя угловыя скорости. Если" мы обозначимъ черезъ 
йа безконечно малый уголъ, на который повернется система въ те- 
ченш безконечно малаго времени (И около данной оси, то угловая 
скорость со около этой оси будетъ очевидно 

Путь из, проходимый точкою, лежащею на разстоянш г отъ оси 
вращен1я, будетъ очевидно 

из = гс1!х = г . оШ ; (47) 

скорость этой точки на ея траэктор1и будетъ 

Лз 
г;=:— = (о.г. (48) 

Следовательно, если угловая скорость системы дана, то изв'Ьстны 
скорости всЬхъ ея точекъ, находящихся на данныхъ разстоян1яхъ 
отъ данной оси вращен1я. Такъ какъ уголъ представляется всегда 
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отвлеченпымъ числомъ, выражающшгь отношение длины дуги къ длин']Ь 
рад1уса, то единица угла будетъ пройдена рад1усомъ, когда онъ 
опишемъ дугу, равную ему по длпнЬ (т. е. уголъ въ 57^' 14' 44". 77....). 
Если такой уголъ будетъ иройденъ въ одну секунду, то угловая ско- 
рость будетъ равна единиц1^. Изъ Быражен1я (46) очевидно, что 

един. угл. скор. = - — • (49) 

Если сл1^довательно мы обозначимъ черезъ ш числовую величину 

угловой скорости, то полное выражен1е ея оудетъ со — ^ илисо (сек.3~ч 

Вращен1е около данной оси, а вмЬст]^ съ нимъ и угловая скорость, 
считаются положительными, когда для наблюдателя, смотрящаго отъ 
отрицательнаго конца оси къ положительному, вращен!е предста- 
вляется идущимъ по стр'ЁлкЬ часовъ, какъ это представлено на 
рис. (31). Такъ напримЬръ, если мы прммемъ, что положительное на- 
правлен1е (отъ конца (— ) къ концу (+)) земной 
оси идетъ отъ юга къ с^1^веру, то вращеи1е отъ 
запада къ востоку будетъ положительнымъ, и на 
оборотъ, принимая это вращен1е за положительное, 
мы должны отрицательный конецъ оси вращен1я 
отнести къ югу. 
^^^' ' Представимъ себ'Ь такое движен1е иеизм^Ь- 

няемой системы около неподвижной точки , прп которомъ не 
происходитъ никакпхъ внезапныхъ скачковъ или рЬзкихъ изм'Ь- 
нен1й въ направлеши путей точекъ системы и ихъ скоростей. Кри- 
визна путей точекъ системы при такомъ движен1и должна изменяться 
непрерывно, т. е. безконечно малыми скачками; другими словами, тт> 
круги, по безконечно малымъ дугамъ которыхъ происходитъ движе- 
Н1е точекъ системы, въ течен1и каждаго изъ ряда безконечно малыхъ 
промежутковъ времени, должны постепенно переходить одинъ въ 
другой, такъ что каждый кругъ посл'Ьдующаго момента долженъ только 
безконечно мало разниться отъ круга предыдущаго момента, какъ по 
величине рад1уса, такъ по положен1Ю центра и всей своей пло- 
скости. Только черезъ конечный промежутокъ времени, т. е. безко- 
нечно большое число безконечно малыхъ промежутковъ, кругъ, по 
которому точка двигалась въ начале проме;кутка, можетъ отличаться 
конечнымъ 01'ра:зомъ отъ круга, по которому точка движется въ кон- 
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Ц^^'помянутаго 11ро..ежутка. Въ такомъ случаЬ положение мгновен- 
ной оси вращен1я будетъ изменяться тоже постепенно; т е если въ 
течент даннаго безконечно малаго промежутка времени система вра- 
щалась около определенной прямой, то въ сл*дующ1й безконечно 
малый промежутокъ времени она будетъ вращаться около лин1и без- 
конечно близкой къ первой, и только черезъ конечный промежутокъ 
времени положен1е мгновенной оси изменится конечнымъ образомъ 
т. е. последняя будетъ образовать съ начальною осью конечный 
уголъ, и угловая скорость вокругъ нея будетъ отличаться на конеч- 
йую величину отъ первоначальной. Если мы отметимъ внутри 
неизменяемой системы рядъ мгновенныхъ осей для последователь- 
ныхъ элементовъ времени, составляющихъ некоторый конечный про- 
межутокъ времени, то оси эти, непрерывно переходя другъ въ друга 
ооразуютъ некоторую коническую поверхность К (рис 32) вообще 
сомкнутую или разомкнутую, вершина которой находится въ непо- 
движной точке О, и образующая которой суть по 
следовательныя оси вращен1я. Этотъ конусъ мы 
должны очевидно разсматривать, какъ неизменно 
связанный съ данною системою, и перемещающ1йся 
вместе съ нею при ея вращен1и около точки О 
При каждомъ изъ послЬдовательныхъ мгновен- 
ныхъ вращен]й системы, только одна изъ образую- 
щихъ конуса К останется неподвижною, становясь 
мгновенною осью вращен1я: остальныя-же обра- 
зующ1я будутъ перемещаться. Поэтому положен1е 
оси вращен1я въ пространстве (напр. относительно неподвижныхъ 
^сеи координатъ) будетъ тоже изменяться со временемъ, и сама ось 
будетъ описывать въ -пространстве конусъ Д вершина котораго бу- 
детъ находиться тоже въ О. Части конуса Ь следовательно описы- 
ваются различными образующими конуса К, и при томъ, каждою изъ 
нихъ последовательно въ продолжен1и того времени, въ течен1и ко- 
тораго эта образующая продолжаетъ оставаться осью вращешя Мы 
ыожемъ такимъ образомъ сказать, что конусъ X описывается въ про- 
странстве осью вращен1я, составленною въ разныя времена изъ раз- 
ныхъ точекъ системы. При каждомъ мгновенномъ вращен1и одна изъ 
образующихъ конуса К, становясь осью, делается также образую- 
щею конуса Ь. Следовательно. движен1е неизменяемой системы около 
точки О вообще будетъ ссстслть въ томъ, что конусъ К, неизмен- 
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§ 1'^ 




Рис. 33. 



НО связанный съ системою, будетъ к атитьс я б е зъ ск о льжен1Я 
по конусу Ь, неподвижному въ пространствЬ. 

Если оба конуса, неподвижный Ь и катящейся К, суть кру- 
глые, то движете называется вообще пр ецесс 1 он а л ьнымъ вра- 
щ е н 1 е м ъ. При этомъ движении, осп обоихъ конусовъ С и О (рис. 66) 
очевидно всегда находятся въ одной плоскости съ мгновенною осью 

вращешя, В, проходящею черезъ мЬсто при- 
косновешя конусовъ. Эта плоскость оче- 
видно вращается около оси С; такое ея 
движение называется п р е ц е с с 1 е й, а ея 

угловая скорость— угловою скоро СТ1Н> 

прецесс1п. Скорость прецессии и угло- 
вая скорость системы около мгновенной 
оси находятся въ постоянномъ отношеши другъ къ другу. Действи- 
тельно, обозначимъ первую и вторую изъ упомянутыхъ угловыхъ ско- 
ростей соответственно черезъ И и со, и вообразимъ какую нибудь 
точку Р, лежащую на оси 00 катящагося конуса (рис. 34). Эта 
точка вращается въ данный моментъ около мгновен- 
ной оси ОД следовательно ея скорость должна вы- 
разиться чере.зъ ь>.РК- но съ другой стороны мы 
можемъ разсматривать, что эта точка въ тоже самое 
мгновен1е вращается около оси ОС неподвижнаго 
конуса съ угловою скоростью Л; следовательно ея 

скорость можетъ быть также выражена пропзведен.емъ 

О.РД где РЕ есть ея разстоян1е отъ оси ОС; такъ мкъ оба 
произведешя выражаютъ одну и туже скорость, то ^.РN--а.Р-Ь. 
Если мы обозначимъ черезъ Ф уголъ между образующею и осью непо- 
движнаго конуса, а черезъ ^-тотъ-же уголъ для катящагося конуса,, 
ТО очевидно, что 



и 



^А 



Рис. 34. 



сл1^довательно 
с о 




Рис. 35. 



РЖ : ТЕ ^ 81П 9 : 81П (Ф + ?) 5 

со : а = 81п (Ф -1- 9) • ^^^ ? • ^'^^^ 

Если конусъ 7^: приходится внутри конуса Ь (рис. 35), 
то очевидно 

со : О = 81П (Ф — 9) • ^^^ ? -> ^""^^ 

причемъ со и а им1^ютъ различные знаки. Еъ этому 
случаю относится вращен1е земли около ея центра. 



§ 13 Глава I. Кинематика. 71 

причемъ Ф = 23^27'28'^ а ? — О". 00867; время обращенхя со ско- 
рост1Ю (О равно звЬзднымъ суткамъ, а со скорост1ю 1^ — 25868 годамъ. 
Если наконецъ Ь приходится внутри К (рис. 36), то 

со : О == 81п (ср — Ф) : 81п ф . (52) 

Мы уже знаемъ, что каждое вращен1е около 
опред'Ёлениой оси можетъ быть разсматриваемо какъ 
результатъ н^Ьсколькихъ посл'Ьдовательныхъ вращен1Й 
около различныхъ осей: эти посл'Ьдн1я мы можемъ 
?йс. 36. назвать с л а г а ю щ и м и или составляющими вра- 
щен!ями, а вращен1е ихъ заменяющее — р е зу л ьтир у ющимъ. 




§ 13^ Слотен1е угловыхъ скоростей. 

Разсмотримъ соотношен1я между величинами составляющихъ и 
результирующихъ вращенШ въ томъ предположен1и, что т-Ь и друг1Я 
безкопечно малы и совершаются въ безконечно малыя времена. 

Прежде всего зам1Ьтимъ сл'Ьдующее. Пусть н1^которая точка си- 
стемы посл'Ьдовательно вращается съ нею около нЬсколькихъ осей, 
расположенныхъ какъ угодно, и вообще не проходящихъ черезъ одну 
точку: пусть угловыя скорости около этихъ осей будутъ со^, о^^ . . . со^^, 
а разстоян1я отъ осей вышеупомянутой точки будутъ г^, г^, г^ . . .Гп. 
Если точка повернется въ течен1и безконечно малаго времени сИ 
около первой оси, то ея перем1>щен1е будетъ равно г^м^сИ. Если оси 
мы нам^тимъ неподвижно въ пространств']^, то посл'Ь перваго враще- 
Н1Я разстоян1я перемещенной точки отъ нам'Ьченныхъ неподвижныхъ 
ЛИН1Й, долженствующихъ сд^Ьлаться въ послЁдующ1е моменты осями 
вращен1я, тоже изменятся, но очевидно — безконечно мало. Пусть эти 
разстоян1я сделаются равными г^ + Фг^ , г^ + <^^^з • • • г^ + сГг^, . 
Тогда перем1:>щен1е точки, всл'едстБ1е ея Бращен1я около второй оси 
во время сИ, будетъ 

^^2 (^2 + ^4) ^^5 

и т. д. Такъ что, когда совершатся вращен1я около всЬхъ осей, 
кромке посл'Ёдней, то разстоян1е точки отъ п — ной оси, всл'Ьдств1а 
этихъ вращен1й, сд'Ьлается 

гд'Ь (1'г^, й''}\ .... б?''~^п суть безконечно малыя приращен1я 
разстоян1я Гп, всл^едствхе перваго, втораго и т. д. вращен1й. 
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Если наконецъ точка повернется въ течен1И времени (Ы около по- 
следней оси, то ея перемЬщен1е, всл1;дств1е этого вращенш, будетъ . 

ея скорость во время этого перем'Ьщен1я получится, когда мы 
предъидущее выражен1е разд^лимъ на Ш\ тогда будемъ им*ть: 

Если число осей не безконечно велико, то конечная сумма безконечно 
малыхъ величинъ, въ скобкахъ ( ), будетъ тоже безконечно мала; а 
следовательно будетъ также безконечно мало произведенге изъ этой 
суммы и конечной величины ч,- Такимъ образомъ, второй членъ по- 
следняго выражен1я, съ безпредЪльнымъ уменьшен1емъ промежутка 
времени сИ, можетъ быть сдЬланъ меньше всякой данной величины и 
въ пределе можетъ быть принятъ равнымъ нулю. Следовательно, 
скорость точки, во время последняго вращен1я, можетъ быть принята 
равною (о„г„, а длина ея перемещен1я-равною со„г„с?^ т. е. такою 
же какою она была бы, если бы .г-ное вращен1е совершилось пер- 
вымъ въряду данныхъ вращешй. Отсюда заключаемъ, что резуль- 
татъ каждаго изъ конечнаго ряда безконечно малыхъ 
вращен1й будетъ одинъ и тотъ же, въ какомъ бы по- 
рядке они ни совершались. Следовательно, въ ре- 
зультате эти вращен1я можно р аз с матривать такъ, 
какъ будто они совершаются одновременно. Не должно 
упускать изъ виду, что это заключеше относится только къ о е з- 
конечно малымъ вращен1ямъ и только къ конечному 
числу (не безконечно большому) таковыхъ. 

Представимъ себе две оси вращен1я ОА и ОВ (рис. 37), на кото- 
^, рыхъ стрелками обозначимъ ихъ положительное 

%^ ^^ направлен1е-, предположимъ, что система вра- 

^У-;-х-^:;\. ;Л;-^ / щается въ течен1И однаго элемента времени сИ 

Хл\ / около оси ОА. съ угловою скорост1ю со^ , а 

|Чх: / въ течен1и следующаго такого же элемента 

^1Р ^ времени с^^-около другой оси ОВ, со ско- 

Рис. 37. Р0СТ1Ю м^ . Найдемъ положен1е такой оси, 

вращен1е около которой въ течен1и такого же промежутка времени 
С11 сообщило бы точкамъ неизменяемой системы так1я же перемеще- 
н1я какъ оба первыя последовательный вращения, и определимъ 
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угловую скорость этого результирующаго вращен1я. 11ерем1Ьщен1я то- 
чекъ будутъ происходить по элементамъ круговъ около той или дру- 
гой оси, и могутъ, по своей безконечной малости, быть приняты за 
прямолинейныя. Положительное вращеше около той или другой оси 
выдвинетъ точки, лежащ1я въ плоскости рисунка по л'Ьвую сторону 
отъ оси, впередъ изъ этой плоскости, а точки, лежащ1я по правую 
сторону, отодвинетъ за плоскость; сл1Ьдовательно только для точекъ, 
лежащйхъ въ плоскости между об1Ьими осями, перем^Ьщен1я отъ того 
и другаго вращен1я будутъ противоположны другъ другу; перем1Ьщен1Я 
всЬхъ другихъ точекъ, лежащйхъ вн'Ь двухъ противулежащихъ угловъ, 
образуемыхъ обЬими парами одноименныхъ концовъ осей, будутъ 
совпадать другъ съ другомъ, направляясь одинаково заразъ въ ту или 
другую сторону. Т'Ь точки, перем1^щен1я которыхъ отъ обоихъ вращен1й 
о;^ и со^ , будучи прямо противоположны другъ другу, будутъ также 
и равны, вовсе не переместятся посл1^ упомянутыхъ вращеихй; а 
сл1^довательно должны будутъ лежать на искомой оси результирую- 
щаго вращен1я. Эти точки должны очевидно находиться въ плоскости 
об1^ихъ осей ОА и ОВ, и въ углЁ, образованномъ ихъ одноименными 
концами. Если точка Р лежитъ внутри угла АОВ, а РМ и РN 
суть ея разстоян1я отъ осей О А и ОВ, то перемещение точки Р, 
всл1^дств1е вращен1я около О А въ течеши сИ, будетъ равно РМ. ь^^ . й1 
и направлено по перпендикуляру къ плоскости рисунка, за эту плос- 
кость; перем1^щен1е той же точки, отъ вращен1я около ОД въ течен1и 
такого же времени сИ, будетъ равно РN .ь^^сИ и направлено по тому 
же перпендикуляру, впередъ отъ плоскости. Если точка Р лежитъ на 
оси, то должно быть 

РЖ со, а1 = Р^(^^ сИ . (53) 

Отложимъ на об1Ьихъ данныхъ осяхъ длины АО и ВО, равныя соот- 
вЁтственно скоростямъ со, и (0^; тогда равенство (53) обращается въ 

Р31.0А=:РК. ОБ, (54) 

и выражаетъ, что площади треугольниковъ ОАР и ОВР равны. 
Опуская на лин1ю ОР перпендикуляры АР и ВК, мы можемъ выра- 
зить равенство т'Ьхъ же площадей иначе: 

ОР ^АЬ = ОР .ВК, откуда АЬ = ВК. (55) 

Черезъ точку А проведемъ линш, параллельную ОР, до встр'Ьчи ея 
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съ ОР въ точк1^ С, и соединимъ С съ В. Тогда площади треуголь- 
никоБъ ОАС м ОВС, выражаясБ черезъ ОС.ЛВ и ОВ.ВК, будутъ 
на основан1и (55) равны. Отсюда слЬдуетъ, что ВС = ЛО и что об1^ 
эти лин1и параллельны. Такимъ образомъ, н а п р а в л е и 1 е р е з у л ь- 
тирующей осп совпадаетъ съ дхагональю паралле- 
лограмм а , п о с т р о е н н а г о на с о с т а в л я ю щ и X ъ у г л о в ы х ъ 
с к о р о с т я X ъ , о т л о ж е н н ы X ъ по с о о т в Ь т с т в у ю щ и м ъ 
осямъ. Такъ какъ точка Л, лежащая на осп ОЛ, не перем1^щается 
отъ вращешя системы около ОЛ, то ея перемЁщен1я, при вращен1И 
системы около осей ОВ или 0С\ должны быть равны; сл1^довательно, 
если АН и АВ будутъ ея разстоян1я отъ этихъ осей, то 

со^.^Ягг^со.^Х или ОБ .ЛН^ь^.АЬ, (56) 

гд1Ь со есть искомая скорость около ОС. Но ОВ . АН представляетъ 
площадь треугольника ОАВ, которая равна площади треугольника 
ОАС, слЁдовательно 

ОВ . ЛН= ОС . АЬ^ь} , АЬ , или сог=гОС; (57) 

т. е. длина упомянутой д1агонали представитъ величину искомой ре- 
зультирующей угловой скорости. Итакъ вообще: угловыя ско- 
рости, отложенный по с о о т в ^Ё т с т в у ю щ и м ъ о д н о и м е н- 
нымъ осямъ, слагаются, какъ обыкновенный ско- 
ности. Ум^Ья складывать дв1^ угловыя скорости, мы можемъ 
сложить ихъ произвольное число, и, повторяя тЁже разсужден1я, какъ 
при сложен1и обыкновенныхъ скоростей, пр1йдемъ къ заключен1Ю, что 
результирующая угловая скорость, по своей вели- 
чине и по н а п р а в л е н 1 ю с в о е й осп, находится, как ъ 
заключительная сторона м и о г о у г о л ь и и к а , и о с т р о е н- 
наго на данныхъ слагающихъ угловыхъ скоростяхъ, 
о т л о ж е н н ы X ъ по на и р а в л е н 1 ю с о о т в 1^ т с т в у ю щ и х ъ 

осей. 

Поэтому результатъ всякаго вращен1я около мгновенной оси, 
въ течен1и элемента времени, мы можемъ разсматривать, какъ рядъ 
вращен1й около какого угодно числа осей, иричемъ каждое вращен1е 
совершается въ такой же элементъ времени, какъ разлагаемое вра- 
щен1е. Каждое мгновенное вращен1е мы можемъ следовательно раз- 
лагать на три, совершающ1яся около трехъ взаимно перпендикуляр- 
ныхъ осей, или остающихся въ пространствЬ въ неизмЬнномь направле- 
н1и, или все равно вращающихся вм'Ьст'Ё съ системою. Если со^, сОз, со^ 
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будутъ угловыя скорости БОкругъ этихъ трехъ ос&й, для даннаго 
момента времени, а сх) — скорость вокругъ результирующей оси, то 
очевидно 

СО^. ^ (0,2 4- 03^2 + СОз% (58) 

причемъ углы а, ^5, 7, которые результирующая ось образуетъ съ 
тремя прямоугольными слагающими, определятся изъ уравнен1й 

С08а--— ^ С08р==— ^5 С08у = — ^. (о9} 

со 'со * со ^ ^ 

Зная для каждаго элемента времени слагающ1я угловыя скорости 
около трехъ неизмЬнныхъ по направлен1Ю осей, мы будемъ знать 
положенье мгновенной оси и ея угловую скорость; сл'Ьдовательно 
будемъ знать скорость любой точки системы, лежащей на опред'Ьлен- 
номъ разстоян1и отъ оси; т. е. движен1е системы намъ будетъ вполн'Ь 
изв1^стно. 

Предположимъ теперь, что посл1^довательныя безконечныя вра- 
щен1я совершаются около параллельныхъ осей. Пусть ОЛ и ОВ 
(рис. 38) будутъ двЬ параллельный оси, направленный въ одну сто- 
рону; угловыя скорости ИХЪ пусть будутъ Сд), и СО2. 

Тогда точки, получающ1я отъ обоихъ вращен1й 
противоположныя перем'Ьщен1я, будутъ лежать въ 
плоскости об1^ихъ осей и между этими посл1^дними. 
Для какой нибудь такой точки Р, лежащей на раз- 
стоян1яхъ 7\ и ^2 отъ осей, перем'Ьщен1е, отъ вра- 
щен1я въ течен1и элемента времени сИ около первой 
оси, будетъ со^г^с?^, соответствующее перем^Ьщен1е 
отъ Бращен1я о)^ будетъ ^о^Гз^/^, и будетъ направлено противоположно 
первому, по перпендикуляру къ плоскости рисунка. Очевидно, для 
вс1^хъ точекъ, лежащихъ на лин1и, параллельной об1зИмъ осямъ, пере- 
м'Ьщен1я будутъ одинаковы; если же лин1я есть результирующая 
ось, то 

со^г, = со,Г2 ; г, : ^2 -= со^ : со, ; (60) 

т. е. результирующая ось лежитъ въ плоскости об'Ь- 
ихъ составляющихъ, между ними, на разстоян1яхъ 
отъ нихъ, обратно пропорц1ональныхъ ихъ угло- 
вымъ скоростям ъ. 
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Пусть ш будетъ скорость вокругъ направлен1я результирующей 
оси, идущаго въ одну сторону со слагающими. Такъ какъ перем1ьще- 
н1е какой нибудь точки на одной изъ слагающихся осей должно быть 
одно и тоже, отъ вращен1й около двухъ другихъ, то 

откуда (61) 



т. е. угловая результирующая скорость равна сумм1^ 

у г л о в ы X ъ с л а г а ю щ и X ъ скоростей. 

Зная какъ складывать дв'Ь угловыя скорости, мы очевидно мо- 

жемъ посл1^довательнымъ сложен1емъ найти результирующую ось для 

произвольнаго числа параллельныхъ одноименныхъ составляющихъ 

осей. Результирующая угловая скорость будетъ при этомъ очевидно 

равна сумм!^ слагающихъ скоростей. 

Если оси Л и В (рис. 39) направлены въ разный стороны, то 

на основанш подобныхъ же разсужден1й, какъ въ предъидущемъ 
случаЬ, мы пр1Йдемъ къ заключен1ю, что результи- 
рующая ось л е ж и т ъ в ъ плоскости с л а - 
г а е м ы X ъ ос е й и по одну как у ю п и будь 
отъ н и X ъ с т о р о н у . Если опять 7\ и г 2 будутъ 
разстоян1я результирующей оси отъ данныхъ состав- 
ляющихъ осей, то очевидно, какъ прежде 

г^ со^ = ^2^2, (62) 

откуда видимъ, что если со^>со2, то г^Уг^, и наобо- 
ротъ; а такъ какъ ось В лежитъ вн'Ь осей А м В, то она должна 
лежать на сторон1^ той изъ осей Л м Б, которой угловая скорость 
больше. Кром1^ того, такъ какъ перемШетия точекъ на одной изъ 
слагающихъ осей, отъ вращен1й около двухъ другихъ, должны быть 
равны и противоположны, то 

Г^СО = (^2 — Г^) С02 И Г2СО = (Г2 — Г^) ^^ , 

откуда (в'*^) 

со = 03^ — СО2 . 

Сл^Ьдовательно, для обоихъ случаевъ можемъ сказать, что результирую- 
щая угловая скорость двухъ данныхъ вращен1Й, около параллельныхъ 
осей, направленныхъ въ одну или разныя стороны, равна алгебраи- 
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ческой с у м м 1^ скоростей около составляющихъ осей, причемъ знаки 
слагающнхъ одинаковы, если оси одноименны, и разные въ против- 
номъ случаЬ. Разстоян1я результирующей оси отъ составляющихъ 
всегда обратно пропорц1ональны угловымъ скоростямъ этихъ по- 

СЛ'ЁДНИХЪ. 

Если въ (63) со^ = Ш2, то со = (^; слЬдовательно, дв'Ь оси, съ 
равными и обратными другъ другу угловыми скоростями, не им^Ьютъ 
результирующей оси. Разсмотрпмъ скорости, обусловливаемыя такими 
осями въ точкахъ плоскости рисунка. Будемъ считать положитель- 
ными скорости, направленныя отъ наблюдателя смотрящаго на ри- 
сунокъ. Тогда для точки, лежащей вправо отъ 0б1^зихъ осей Л и В 
((0^ = 0^2 — 11), на разстоян1яхъ г^ мг^, мы будемъ им1Ьть скорости: 

отъ вращ. Л: И^^ , отъ вращ. Б : — 0.г^] 

сумма П1Г О (г^ — Гз) = + Об? , 

гд-Ь с! есть разстоян1е между осями. Точно также для точки, между 
осями: 

отъ врап!.. Л : О^г^ , отъ вращ. В : ^2^2 

сумма = О (г^ -|- ^2) = + ^^(^ . 

Точно тоже найдемъ для точекъ, по л^Ьвую сторону отъ осей. Итакъ 
мы видимъ , что противоположный вращен1я около 
двухъ параллельныхъ осей обусловливаютъ посту- 
пательное движен1е точекъ системы со скорост1ю, 
равною произведен1ю изъ угловой скорости осей и 
ихъ взаимнаго разстоян1я. Направлен1е скорости 
перпендикулярно къ плоскости осей, и направлено 
въ ту сторону, смотря въ которую, наблюдатель ви- 
дитъ, что направлен1е по об'Ьимъ осямъ совпадаетъ 
съ движен1емъ часовой стр-Ьдки. Отсюда же сл1^дуетъ, что 
перем1щен1я, отъ вращен1я около двухъ параллельныхъ осей, съ про- 
тивоположными, но неравными скоростями, можно зам'Ьнить враще- 
Н1емъ около одной оси и поступательнымъ движен1емъ, перпендику- 
лярнымъ къ плоскости осей. Такъ, для осей А ж В, со скоростями 
оа^ и СО2 , мы можемъ им'Ьть: или вращен1е около Л, со скорост1ю 
ь)-у — СО2, и поступательную скорость -г ^2^^ (т. е. за плоскость рисунка), 
или вращен1е около Д со скорост1ю со^ — со^ (полоя^ит. или отриц.)^ 
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А^ 



и поступательную скорость -4- со,с? (т. е. опять за плоскость рисунка). 
Такимъ образомъ, поступательное движен1е всегда направлено такъ, 
что около него направлен1я осей Л и В переходятъ другъ въ 
друга положительнымъ вращен1емъ. Но въ то же время дв1Ь упомя- 
нутыя оси А ж В могутъ быть зам^Ьнены одною результирующею 
Д со скорост1Ю со^ — со^. Сл1Ьдовательно на оборотъ: безконечно 
малое вращен1е около одной оси (напр. около Е) (рис. 40) 
м о ж е т ъ быть заменено такимъ же в р а щ е н 1 е м ъ около 
другой оси, параллельной первой (напр. 
около А) и и о с т у п а т е л ь н ы м ъ д в и ж е - 
н1емъ, перпендикулярнымъ къ плос- 
кости старой и новой осе й {В и А) , и 
н а п р а в л е н н ы м ъ в ъ ту сторону о т ъ н а- 
— блюдателя, смотря въ которую онъ ви- 
дит ъ н а п р а в л е н 1 е прежней оси В и н а- 
п р а в л е н 1 е е я п е р е д в и ж е н 1 я г и д у щ и м и 
Рис. 40. по с т р 1^ л к 1^ ч а с о в ъ . Иначе: поступа- 

тельное перем1&щен1е направлено вл'Ьво отъ наблю- 
дателя, который, ставши въ направлен! и оси, гля- 
ди т ъ по н а п р а в л е н 1 ю е я п е р е д в и ж е н 1 я (т. е. отъ Втъ А). 
Скорость V поступательнаго перем1Ьщен1я равна 
п р о и 3 в е д е н 1 ю (со . г) и з ъ угловой скорости около дан- 
ной оси со и длины ея передвиженхя г. Это посл1>днее 
заключен1е о величине V явствуетъ изъ того обстоятельства, что, 
какъ мы прежде вид^Ьли по (64): V — 0.{г-^ — г^), гд'Ь г^ есть то 
разстоян1е, которое мы теперь назвали черезъ г, а О есть скорость 
со- 



с' 



А 



V 
3 



-со^гггсОз', сл'Ьдовательно V =^ь^.^{г^ — г^) или по (63): 



г7г=: (О . г 



(65) 



Если мы им'Ьемъ н1Ькоторое вращательное движен1е системы, 
соединенное съ поступательнымъ, перпендикулярнымъ къ оси вращен1я, 
то мы можемъ зам^]Ьнить его однимъ только вращательнымъ, съ тою 
же угловою скорост1ю, но около другой оси. 

Такъ нанрим^Ьръ, если система движется впередъ со скорост1ю V , 
вращаясь около оси, перпендикулярной къ направлен1ю V, съ угловою 
скорост1Ю со, то такое движен1е можетъ быть представлено, только 
какъ рядъ вращен1й около осей, расположенныхъ въ посл^Ьдователь- 
ные моменты времени параллельно плоскости, въ которой лежатъ 
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направлешя скорости V и оси со; слЬдовательно, последовательными 
положен1ями новой оси образуется плоскость, параллельная плоскости 
-г^ и со ; расположена она вл Ьво отъ наблюдателя, ном1^щеннаго по 
направлен!» оси со и смотрящаго по скорости V\ ея разстоянте отъ 

первой плоскости есть - . 

Точно также, если некоторая точка системы движется равном'Ьрно 
по кругу со скорост1ю V, И систсма вращается около этой точки съ 
угловою скорост1ю со вокругъ оси, перпендикулярной къ плоскости 
круга, то новыя оси вращен1я (безъ поступательнаго движешя) обра- 
зуютъ цилиндрическую поверхность, рад1усъ которой больше или 

V 

меньше рад1уса круга на -, смотря по смыслу вращенш со. 

Если поступательное движен1е системы направлено не перпен- 
дикулярно къ оси вращен1я, то мы разложимъ его на два: одно 
перпендикулярное къ оси и другое съ нею совпадающее. Вращен1е 
и первое изъ упомянутыхъ поступательныхъ движешй зам1^нимъ 
изв1Ьстнымъ образомъ однимъ вращентемъ, н получимъ въ результат^Ь 
вращен1е, соединенное съ ностунательнымъ движен1емъ вдоль по оси, 
или, какъ говорятъ, вращен1е со скольжен1емъ или винто- 
вое д в и ж е н 1 е . 

Въ началЬ § 12 мы вид'Ьли, что всякое движете неизм'Ьняемой 
системы можетъ быть разсматриваемо, какъ поступательное, соеди- 
ненное съ посл'Ьдовательнымъ вращен1емъ около осей, проходящихъ 
черезъ одну и ту же точку системы. Предъидущ1я разсуждешя ведутъ 
насъ еще къ новому способу представлять себ'Ь движен1е неизм'Ьняе- 
мой системы. Именно, мы можемъ сказать, что всякое движен1е 
неизм1^няемой системы состоитъ изъ ряда посл'Ьдо- 
вательныхъ безконечно малыхъ винтов ыхъ перем-Ь- 
щен1Й около различи ыхъ осей, проходящихъ черезъ 
различны я точки, которыя вообще или принадле- 
жатъ данной системы, или должны быть разсматри- 
ваемы, какъ съ нею неизм'Ьнно связанный. Повторяя 
так1я же разсужден1я, как1я были сд'Ьланы въ конц'Ь предъидущаго 
параграфа относительно конусовъ, образуемыхъ осями, мы пр1йдемъ 
къ заключешю, что оси винтовыхъ вращешй всегда совпадаютъ, съ 
одной стороны съ н-Ькоторою поверхност1Ю, нейзм1^нно связанною 
съ системою и съ нею перемещающеюся, а съ другой стороны 
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съ некоторою поБерхност1Ю, неподвижною въ пространствЁ. Движен1е 
системы тогда состоитъ въ томъ, что первая поверхность катится 
по второй, скользя при этомъ по прямымъ лпн1ямъ, по которымъ 
происходитъ соприкосновен1е обЬихъ поверхностей. 

Разсмотримъ теперь самый о5щ1п вопросъ о сложен1н скоростей. 
Предпололптъ, что система испытываетъ посл'Ёдовательныя безко- 
нечно малыя вращен1я около различныхъ осей, проходящпхъ черезъ 
разныя точки; найдемъ вращеше и поступательное движен1е, замЬ- 
няющ1я рядъ упомянутыхъ перем'Ёщен1Й. Чтобы р1^шить этотъ вопросъ, 
мы зам1ьнимъ сперва каждую изъ осей тремя, проходящими черезъ 
какую нибудь точку разлагаемой оси, и параллельными тремъ даннымъ 
взаимно перпендикулярнымъ направлен1ямъ (осямъ коордпнатъ). Поел* 
такого разложен1Я будемъ имЬть три сер1и осей: оси каждой сер1и 
будутъ взаимно параллельны, и оси одной изъ трехъ сер1й будутъ 
перпендикулярны осямъ каждой изъ двухъ другихъ сер1й. Зат'Ьмъ 
каждую изъ параллельныхъ осей замЬнимъ другою параллельною осью, 
совпадающею для всЬхъ осей сер1и съ одною и тою же лин1ею (осью 
координатъ), и соотв'Ьтствующимъ поступательнымъ перем1^щен1емъ. 
Такимъ образомъ поступая съ осями остальныхъ двухъ сер1й и скла- 
дывая всЬ поступательныя перемЬщен1я въ одно, мы получимъ три 
взаимно перпендикулярныя проходящ1я черезъ одну точку оси и по- 
ступательное перем'Ьщен1е. Заменяя наконецъ три оси одною, полу- 
чимъ вращен1е, сопровождаемое поступательнымъ движен1емъ, кото- 
рое мы ум'Ёемъ уже зам'Ьнять однимъ винтовымъ движен1емъ. 



-ьж-^ 



Пргшгьчанге, Вышеприведенный способъ сложен1я легко выра- 
зить аналитическими формулами. Пусть будутъ даны оси, которыя 
мы обозначимъ нумерами 1, 2, 3 и т. д. до т. Буквы, выражающ1Я 
величины, 0ТН0СЯЩ1ЯСЯ къ какой нибудь оси, наприм'Ьръ нумера п, 
будемъ снабжать внизу значкомъ п. Пусть угловыя скорости осей 
будутъ со^, соз • • -сОт; ихъ направленхе опред1.лимъ для каждой 
тремя углами съ какими нибудь данными тремя взаимно перпендику- 
лярными ЛИН1ЯМИ (осями координатъ). Пусть эти углы будутъ а^, /3^, 
У1, и т. д. до ссш, рт, Тш . Предположимъ, что для каждой оси дана 
еще какая иибудь точка, черезъ которую эта ось проходитъ; коорди- 
наты такихъ точекъ для каждой оси пусть будутъ соотвЬтствепно 
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х^, ^1, ^1 И Т. Д. до а^п, , ^т, ^ш- Тремя углами и тремя упомяну- 
тыми координатами положен1е каждой оси определяется вполн'Ь. 

Разложимъ каждую изъ данныхъ осей вращен1я на .три, парал- 
лельный даннымъ прямоугольнымъ осямъ координатъ и проходящ1я 
черезъ данныя выше точки. Тогда для какой нибудь п — ной оси со- 
отв'Ьтствующая угловая скорость со^ разложится на сл1^дующ1я три: 

|)п = о^п ео8 ап , дп = со^ соз ^п , П^ = со^ соз уп . (66) 

Каждую изъ этихъ осей, проходящую черезъ точку {ос^^Уг^.^^, за- 
м'Ьнимъ параллельною осью, проходящею черезъ начало координатъ 
(рис. 41). Начнемъ съ оси .'р^'^ сперва перенесемъ ее, иоложимъ, въ 

плоскость 2^X., т. е. передвинемъ въ на- 
правлен1и обратномъ оси у — овъ на 
длину у^\ тогда къ вращен1ю ^Лг приба- 
вится еще поступательная скорость, на- 
правленная вл1^во отъ плоскости, про- 
ходящей черезъ ось ^?п и направлеше 
ея передвижен1я, т. е. по положитель- 
ному направлешю оси ^ — овъ; вели- 
чина этой скорости будетъ 1куп' За- 
тМъ перенесемъ нашу ось вращен1я, 
находящуюся теперь въ плоскости 2^Х, до совпаден1Я ея съ осью 
координатъ ОХ, т. е. передвинемъ ее въ направлен1и обратномъ 
оси г — овъ на длину ^^\ тогда къ вращен1ю 'р^ прибавится еще по- 
ступательная скорость, направленная въ отрицательную сторону оси 
у — овъ; ея величина, по отношешю къ положительному направлешю 
оси у — овъ, будетъ— рп-^п. Итакъ, перенося ось ^Лт на ось ОХ, мы 
прибавляемъ къ ея вращенхю сл'Ьдующ1я поступательный скорости: 

по оси 02 \ РпУп •> по оси ОТ: — |>п^п. 

Точно также, переносъ оси ^^ на ось ОТ обусловитъ поступатель- 
ный скорости: 

по ОХ : Зп^п , по 02 : — ^пXп ; 
перепосъ оси г^ на ось 02 обусловитъ скорости: 

по от : г^Хп , по ОХ : — г^у^ . 

Сл1Ьдоватедьно, переносъ осей р^,, ^^, г^ на оси координатъ или, 
что все равно, — оси Шп въ точку О, обусловитъ сл'Ьдующ1я прибавоч- 

6 



Рис, 41. 
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ныя пострательныя скорости, «„, у„, <у„, по осямъ координатъ: 

и„ = ^пгп — Гг,уп , 

Если мы перенесемъ въ О вс* даниыя т осей, то въ резуль- 
тат'Ё очевидно получатся: во-первыхъ три вращен1я около осей коор- 
динатъ: Р, ^, В, при чемъ 

Р=1}1+р2+ • • -Рш-, 
или, обозначая операц1ю суммоБан1я черезъ 2: 

Р = гр, (9 = 22, В = ^г; (68) 

во-Бторыхъ— скорости но осямъ координатъ: Л, V, \У, которыя 
очевидно определятся такъ: 

и=Ъ{гх—р2), (69) 

Вращен1я (68) и поступательныя двпжен1Я (69) даютъ очевидно:. 

1) вращен!е около некоторой оси, проходящей черезъ О, съ угловою 

скорост1ю 

О.' == Р' + Я' + В\ {Щ 

при чемъ косинусы угловъ этой оси съ осями координатъ будутъ 

"П /1 7? 

ссз(а,:гО = ^, со8(а,//-) = ^, соз(а,г) = ^; {пу 

2) поступательное двнжен1е, со скорост110 

0^ =: и^ -^ Г' + Ж' , (72) 

при чемъ нанравлен1е этой скорости определится такъ: 

С08(С,.Г) = -^, со8(С,у) = -^^, С08(С,^) = -^. (73) 

Уголъ между направлен1ями О. и С определится такъ "): 

*^ Вообще, если даны углы двухъ лин1Й съ осями координатъ (для одной: 
а, р, т, а для другой: а, 6, с), то уголъ ^ между ними мы отыще^ъ такимъ обра- 
зомъ. На одной езъ лин]Й, иоложимъ первой, отложимъ длину /', продожеше этой 
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Скорость С разложимъ на дв'Ь: одну, направленную по оси вращен1я П, 
величина которой будетъ 

^.= С 008 (а, С), (75) 

и другую, перпендикулярную къ этой оси, величина которой будетъ 
очевидно 

Б=С8ш(:а,(7). (76) 

Перенесемъ теперь ось 11 параллельно самой себ'Ё по направленш, 
перпендикулярному плоскости О и С, на длину 0(781а(0,С) вл-Ьво 
отъ направлен1я скорости (78ш(0,(7); въ результат-Ь получимъ угло- 
вую скорость а, около перенесенной оси, и поступательную скорость 
Ссо8(0,С), вдоль по этой оси. Такимъ образомъ, БсЬ вращен1я: 0)^, 
ш^-.-Шт, зам-Ьнимъ однимъ винтовымъ перем'Ёщен1емъ. 

Координаты, ^, г^, г, точки, въ которую должна быть въ посл'Ёд- 
н1й разъ перенесена ось О, найдутся такимъ образомъ. Если мы 
перенесемъ ось О изъ точки О въ точку (^,'/),^), то, какъ легко 
Бид'Ёть изъ (67), къ прежде бывшимъ поступательнымъ скоростямъ 
и, V, ж еще прибавятся скорости 

Щ-Я!:. Рс-^^Е, Я1-Рг1, 

которыя, слагаясь съ первыми, должны дать только проложен1я н-Ькоторой 
скорости Л\ направленной по оси вращешя, т. е. дать три скорости: 

Следовательно, въ такомъ случа-Ь должны удовлетворяться уравнения: 

Р'^-В1+Г=А'^^, (77) 



длины на другую лин1Ю будетъ ?со8'^; но составляющая лин1и 7 по осямъ коорди- 
натъ будутъ: ? сое а, 7 сое ^,7 сову, которыя со второю лин^ею будутъ дЪлать оче- 
видно углы а, Ь^ с\ проложен1я этихъ составляющихъ на вторую лин1Ю будутъ: 
I сов а со8 а, I сов [3 с08 &, I сое у со8 с^ а такъ какъ проложен1е одной лин1и на дру- 
гую равно сумм-Ь проложен1Й на туже вторую лин1Ю составляющихъ первой, то 

I сов ср ии / со8 а С08 а -|- ? сое |3 со8 Ь -{-1 сое у со8 с . 
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изъ которыхъ мы и опред^^лимъ искомый координаты ^, г], г и ско- 
рость Л^. Умножая эти уравнен1я соотв^Ьтственно на Р, ^, 22 и скла- 
дывая, мы получаемъ, помня (70): 

откуда на основан1и (74) и (75) заключаемъ, что 

Исключая неизвестное Л^ изъ ур, (77), мы получаемъ два уравне- 
шя для онред'Ьлен1я трехъ величинъ ^, г], ^; сл'Ьдовательно положе- 
н1е искомой точки остается неопред'Ьленнымъ, чего и сл'Ьдовало ожи- 
дать, ибо, разъ найдя одну точку, въ которую должно перенести на- 
ралелльно самой себ'Ь ось ^, мы можемъ указать еще на неопред1>- 
ленное число точекъ, лежащихъ по направлен1ю этой оси и удовле- 
творяющихъ требовашямь задачи. Одну изъ точекъ, черезъ который 
пройдетъ ось О, въ своемъ новомъ положен1и, мы можемъ найти 
сл^дующимъ образомъ. Подставляя въ ур. (77) величину 

1 



а 



(^Р-иV^^Т^Е) 



и зам1^няя соотв'Ьтственно въ каждомъ изъ упомянутыхъ уравнен1й 
величины Р^ ^\ В? черезъ 

02 _'^2 _ 2^2^ 02 _ Д2 _ р2^ 02 _ р2 _ ^2 ^ 

мы нредставимъ уравнен1я (77) въ вид1Ь: 



1^[п 



РЦ'—ЕП 






(^Ь'-РУ 



■КГ— ^Ж 



И' 




ВТ— 


<ЗИ^ 


а'^ 




РУГ- 


ви 



откуда видимъ, что координаты 



?_ 



ву--0^ 

о? 



Г| = 



в^^^^-^в^ 



а^ 



: = 



= 0, 
= 0, 

= 0, 



0С7-РГ 



(77)' 



(77)" 



удовлетворяя ур. (77)', принадлежатъ точк-Ь, черезъ которую должна 
пройти ось ^2. 

Если данныя вращешя не производятъ въ результат* никакихъ 
перем'Ьщен1й системы, то изъ (68) и (69) очевидно, что должны удо- 
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влетворяться услов1я: 

2^9 = ^ , 2^ = О , Ъг=0, 

(78) 
2 (д^ — г^) ^= О , Е (гх — р^) = О , Е {ру — д^) = О . 

Если удовлетворяются только первыя три изъ вышеприведенныхъ 
УСЛ0В1Й (78), то въ результат'Ь данныхъ вра1цен1Й будетъ одно только 
поступательное перем1^щен1е; если удовлетворяются только послЬдн1я 
три услов1я, то данныя вращен1я могутъ быть зам1^нены однимъ 
только вращен1емъ около оси, проходящей черезъ О. Наконецъ, усло- 
В1е существован1я нЁкоторой результирующей оси, безъ поступатель- 
наго по ней движен1я, будетъ очевидно по (74): 

соз(И,С)^0 или ^Р-^.V^+ТVВ = , (79) 

Въ общемъ случа1э сложешя угловыхъ скоростей, представленномъ 
здЬсь, заключаются конечно вс^Ё частные случаи, разсмотр1^нные въ 
началЁ параграфа. Возьмемъ для прим]Ьра дв1^ параллельный однои- 
менный оси, на разстоян1ц /г другъ отъ друга, со скоростями ш^ и о)^ . 
Плоскость об^Ёихъ осей примемъ за плоскость 2Х; одну изъ осей — 
за ось ^ — овъ. Тогда очевидно: 

Урр. (68) и (69) будутъ: 

Р=^ = 0, Е = ^о^ + ^о,, 

(см. 61) 

Урр. (74) и (75) дадутъ: 

с о 8 (О , С) .= О , Л=:.0, Б=^С = Мо,, 
всл1^дств1е чего урр. (77) обращаются въ 

(^1 + ^2)П = 0, — (со^ + со^) I + Лсо^ == О , (см. (60)) 

откуда '/) = 0; т. е. результирующая ось лежитъ въ плоскости Х2. 
Съ помощ1ю формулъ (67) можно легко выразить скорость каж- 
дой точки неизм^Ёняемой системы, зависящую отъ угловыхъ скоро- 
стей этой носл1^дней. Пусть будутъ даны угловыя скорости системы, 
^9, ^, г, около трехъ взаимно перпендикулярныхъ осей, проходящихъ 
черезъ одну точку. Примемъ эти оси за оси координатъ, и опред1> 
лимъ скорости вдоль этихъ осей для какой нибудь точки систс- 
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мы, координаты которой суть х , у , ^. Для этого перенесемъ всЬ 
три оси вращен1я параллельно самимъ себ1^ въ точку {х, у, ^). Тогда 
къ вращательнымъ скоростямъ системы, около новыхъ осей, мы должны 
прибавить еще поступательныя скорости 

и=^^у — ^^, V=р^ — гх , г€=^д[Х — ру , (80) 

Но сама точка [х, у, г), которая теперь будетъ лежать ва оси вра- 
щен1я, очевидно будетъ перем'Ьщаться только всл1Ьдств1е поступатель- 
наго движен1я системы, и не будетъ сл'Ьдовательно им^ётъ другихъ 
скоростей, кром'Ь (80); а такъ какъ движенге системы, выражаемое 
скоростями ея точекъ, одно и тоже, представили-ли мы оси вращен1я 
на ихъ старомъ м1^стЬ, безъ поступательныхъ движен1Й, или — на но- 
вомъ, съ поступательными скоростями, то выражен1я (80) должны 
очевидно представлять искомый скорости точки (а^^, -0), зависящ1я 
отъ вращен1й р, д, г, около старыхъ осей. 



§ 14^ Ускорен1я точекъ неизменяемой снстемьа. 

Такъ какъ точки неизм1>няемой системы въ течеши каждаго 
элемента времени движутся вообще поступательно и вм'Ьст1э съ т'ёмъ 
по кругамъ, около мгновенныхъ осей, то ускорен1я каждой точки 
системы будутъ очевидно слагаться изъ ускорен1я поступательнаго 
движен1я, общаго вс1Ьмъ точкамъ системы, и изъ ускорен1й круговыхъ 
движешй. Эти посл'Ьдн1я въ свою очередь слагаются каждое изъ двухъ 
взаимно перпендикулярныхъ ускорен1й: одного, направленнаго къ цен- 
тру круга, и другаго — по кругу. 

Если величина угловой скорости системы со изм'Ьнится безконечно 
мало, получивши безконечно малое приращен1е б^со, то скорость точки 
по кругу изъ величины гсо, гд1^ г есть разстояше- точки отъ оси вра- 
щешя, обратится въ г (со+^^). получая очевидно приращен1е гс^ш. 

Сл'Ьдовательно, ускорен1е точки по кругу будетъ ^^"зг. Отношеше -^ 

называется угловымъ ускорен1емъ системы около данной оси. 
Очевидно, что приращен1я угловой скорости, а сл1Ьдовательно и угло- 
выя ускорен1я, слагаются также, какъ угловыя скорости. 

Ускореше, направленное къ центру, или центростремитель- 

н О е, оудетъ равно — , гд'Ь V есть скорость точки по кругу; но такъ 
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какъ V = ^и), то сл1^довательно центростремительное ускореше вы- 
разится черезъ ^со^. Итакъ, все ускорен1е д точки {х,у,2), завися- 
щее отъ вращательнаго движен1я системы, найдется изъ уравнен'ш 
(ся. (24)); 

,« = .-. (I)'-'"*- <«« 

— --ьжч— 
Иргштшше. Такъ какъ угловыя ускорен1я слагаются также какъ 
скорости, то проложен1я ускорешй на прямоугольныя оси координатъ 
^1айдутся по формул-Ь сложен1я (80). Если угловая скорость со, около 
какой нибудь оси, возрастаетъ по величин1^ и направлешю па Аш, то 
ея слагающ1я угловыя скорости ^;, д, г получаютъ соотв1^тственно 
приращен1я ф, сЦ, сЪ\ величина которыхъ выразится ребрами пря- 
моугольнаго параллелепипеда, д1агональ котораго есть Асо. Соотв'ёт- 
ствующ1я приращен1я скоростей по осямъ координатъ: Ли, с1у, йгь\ 
для какой иибудь точки {х,у,^), найдутся по (80): 

йы = с1г . г/ — с1^.0 , йV:=с^р ,2 — йг.х , йгс =г. ^д^ . х — йр ,у , (82) 

Д'кля об'Ё части каждаго изъ предыдущихъ уравнен1й на элементъ 
времени сИ, получимъ въ л'Ьвыхъ частяхъ ускорен1я по осямъ коор- 
динатъ для данной точки, а въ правыхъ ихъ выражен1я, съ помощ110 
слагающихъ угловыхъ ускорений: 

Ли дг йд с1ь' ф Лг сЬг с1д йр 

ТГ^'^Ж^^Ш' Ж'~'^Ж~'^Ш' Ч1^^Ш'~'^Ж' ^ ^ 

Такъ какъ приращен1я ф, с?д, с1г опред'Ьляются, какъ величины про- 
ложен1й н'Ькоторой линш, равной по величин!; Асо, на оси координатъ, 
то очевидно, ихъ частный отъ д1Ьлен1я на сИ, опред'Ьлятся такимъ-же 
образомъ; сл1Ьдовательно, обозначая углы направлен1Я Асо съ осями ко- 
ординатъ черезъ (Асо,:г), (Асо,;?/), (Асо,з'), будемъ пм'Ьть: 

ф Асо б?д Асо ^. . йг Асо ,^ ^ ,.,^ 

^==-^--созГАсолО, -^^ = ^соз(Дсо,г/), -^^ = -^- сов (До,,.). (84) 

Если мы обозначимъ черезъ д разстояи1е точки {х, у, 2) отъ оси 
вращен1я, а черезъ {д,х), {д,у), {д,^) — углы, которые это разстоян1е 
д'Ьлаетъ съ осями координатъ, то проложен1я центростремительнаго 
ускорен1я на эти оси будутъ: 

д^о'^ С05 (д,х) , до)^ со$ (д,у) , до}"^ соз ((5,^) , (85) 

причемъ направление по д должно совпадать съ направлен1емъ раз- 
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сматриваезшго ускорен1я, т. е. идти отъ точки (^, ^, ^) къ оси. 

Пусть ОВ (рис. 42) будетъ направлеше 
оси со, АВ — направлен1е д, и р — разстоянхе 
точки А отъ начала координатъ, считаемое 
отъ О къ А, Тогда очевидно (смотр, ко- 
нецъ §4), проложен1е на какую нибудь ось 
координатъ длины ОВ равно сумм'Ь про- 
ложен1й на туже ось длинъ р и д. Сл'ёдо- 
довательно для оси х — овъ, наирим'Ьръ: 

Рис. 42. ОВ С08 {ь),х) =1= р ео8 (р,^) + д 008 {д,х). (86) 

Но изъ треугольника ОАВ : ОВ — р со8 (р,со), ^ кром1Ь того очевидно: 

С08(р,Л.О=:^, С08(р,^)=^., С08(р,^)=-, 
Р ? ^^ 

С08(р,С0) = С08(р..г)С08(С0,^) + 008 (р,^) 008 (СО,?/) + 008 (р,^) 008 (Ш,^) 

X р ^ У д. , ^ ^ 

р оо~^р со~^р со 

гд^Ь р, д, г суть составляющ1я угловыя скорости отъ со , около осей: 
координатъ. Равенство (86) такимъ образомъ обратится въ 

.■^ К.Ч р СО "^ р СОУ ^ р 

всл1^дств1е чего изъ (85): 

д . со^ 008 {д,х) == {рх + 0,11 -}- Т2)р — со^л: , 
и такимъ же образомъ очевидно: 

д . со^ 0О8 {д,у) = {рх -\- ОУ -\-г2)д_ — со^|/ , 

д . со^ 008 {д./) = {рх -\- оу -{' г^) г — со^^ . 

Обозначая теперь черезъ /х, Уу, ^г, составляющ1я по осямъ коорди- 
натъ ускорешя поступательнаго движешя точекъ системы, мы полу- 
чимъ, на основаши (83) и (87), сл^Ьдующ1я выражен1я для составляю- 
щихъ по осямъ координатъ полнаго ускорен1я какой нибудь точки 
{^х,у,^) неизм^^няемой системы: 



Р008(СО.,Л;) 



д . 008 [^д,х) , 



(87> 



дх=]у. + у 



9у 

9г 



йг 

с1р 



(1о 

^ -^ + (^^^ + ^^ + '^^)р — ^'^ 






-^г-| X 



йд с1р 



сИ 



йЬ 



{рх + 0У + г^)0 — со-> , 
(рх -{- ОУ -\- У^) у — со^^ . 
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Такъ какъ поступательное движете, общее всЬмъ точкамъ систе- 
мы, можетъ быть вообще криволинейнымъ, то ускорен1е этого движенхя 
тоже можетъ быть представлено, на основаши § 8, какъ результи- 
рующее двухъ ускоренШ: по траэктор1и и по ея рад1усу кривизны. 

Очевидно, что форма выражешй (80) останется одна и таже, по 
какимъ-бы тремъ взаимно перпендикулярнымъ направлен1ямъ мы ни 
разлагали угловую скорость со данной оси, лишь-бы эти три напра- 
влешя были приняты за оси координатъ, при опред'Ьлен1И положен1я 
точекъ системы. Такимъ образомъ, мы можемъ или всегда сохранять 
одно и тоже направлеп1е осей координатъ, или для каждаго момента 
времени выбирать новое. Посл'Ьднее им'Ьетъ м-Ьсто, когда мы отм'Ь- 
чаемъ положенхе точекъ системы относительно осей координатъ, не- 
изм'Ьнно связанныхъ съ системою и вмёстЬ съ нею вращающихся въ 
пространств'^. 

Съ помощ1ю извЬстныхъ правилъ аналитической геометр1и легко 
найти проложен1я ускорен1я на неподвижный оси координатъ, зная 
эти проложен1я для подвижныхъ осей, и наоборотъ. 



§ 15^ Опред'Ьлен1е движенкя неизменяемой системы. 

Мы вид-Ьли въ § 13, что движен1е точекъ неизм'Ьняемой систе- 
мы вполн'Ь изв-Ьстно, если дано движен1е одной какой либо точки си- 
стемы, и кром-Ь того, дано положен1е н'Ькоторой оси, проходящей че- 
резъ упомянутую точку, около которой должна повернуться система 
на определенный уголъ, чтобы ея точки пришли въ положешя, за- 
нимаемый ими въ данный моментъ времени. Посмотримъ теперь, ка- 
кими аналитическими выражен1ями представляются выше упомянутыя 
данныя. 

Положеше точекъ системы и его измЬнен1я мы будемъ опреде- 
лять относительно н'Ькоторыхъ опред'Ьленныхъ осей координатъ. 
Если \, 7], ^ будутъ ординаты той точки системы, черезъ которую 
должна проходить ось вращешя, т. е. координаты центра враще- 
н1я, то движете этой точки (§ 1) вообще можетъ быть определено 
уравнешями: 

^-А(0. ^ = /;(0. г=-/"з(0. (89) 

Перемещен1я точки (^, '/), ^) этими уравнешями будутъ определены 
вполне; остальныя точки системы, кроме этого перемещешя, будутъ 
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им'Ьть еще друг1я, обусловливаемыя вращешями около мгновенныхъ 
осей, проходящихъ черезъ точку (^, ^], с)- Но все безчисленное мно^ 
жество безконечно малыхъ вращенШ, совершенныхъ въ течен1я ка- 
кого либо времени I, можетъ быть зам1>нено однимъ конечнымъ пово- 
ротомъ около н'Ькоторой оси, проходящей черезъ тотъ-же центръ вра- 
1цен1я. Сл'Ьдовательно, къ концу любаго промежутка времени I, т. е. 
для любаго момента времени I, мы можемъ вообразить себ'Ь н'ёкото- 
рую ось вращен1я, поворотъ около которой на опред'Ьленный уголъ ср, 
прибавясь къ поступательному движешю (89), приведетъ точки си- 
стемы въ ихъ положен1я, соотв'Ьтствующ1я данному моменту времени, 
и зам'Ьнитъ собою вс^Ь безконечно малыя вращен1я, совершенныя си- 
стемою, отъ начала движен1я до даннаго момента времени. Положен1е 
такой оси съ одной стороны опред1Ьлено т'ёмъ, что она должна про- 
ходить черезъ точку (^, ^],с)*? с/ь другой стороны, опред1^леше этого 
положен1я окончательно добавляется даннымъ направлен1емъ оси, ко- 
торое будетъ пзв-Ёстно, когда изв'Ьстны два как1е либо изъ угловъ 
а, |3, у, образуемыхъ положительнымъ направлен1емъ оси съ осями 
координатъ '''). Такъ какъ вообще эти углы для разныхъ моментовъ 
времени очевидно будутъ различны, то направлен1е р е з у л ь т и р у ю- 
щ е й оси, къ концу любаго времени /, должно быть дано уравнен1ямй вида 

^ = Г,{1). ^ = Р,{1). (90) 

йзъ которыхъ, съ помощ1ю С00ТН0ШеН1Я 

соз^ а -^ со8^ |3 + 008^ у = 1 ^ 

мы можемъ всегда вывести третье уравнен[е вида 

Т=-^з№. (90у 

Должно зам^Ьтить, что эта результирующая ось, вообще говоря, 
не будетъ представлять собой ни одной изъ мгновенныхъ осей, какъ 
это очевидно изъ ея опред'Ьлен1я. Наконецъ уголъ поворота ср, около 



*) Три угла а, р, у для всякаго направлеагя связаны между собою, для пря- 
моугольныхъ осей координатъ, уравнен1емъ 

003^ а Н- соз^ р -Н соз^ Т ^ ^ • 

Действительно, если мы отложимъ по нашему направлен1ю какую нибудь длину ?, 
то проложенхя этой длины на оси координатъ будутъ: ? соз а, ? соз |3, ^созу; а такъ 
какъ ? есть дтагональ прямоуг. параллелепипеда, ребра котораго суть вышепризеден- 
ныя проложен1я, то 

/2 ^ р сод2 д, ^ р соз^ р + ?' соз^ 7 • 
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положительнаго направлен1я данной, для конца времени I, результиру- 
ющей оси, долженъ быть опред'Ьленъ, для конца того-же времени, урав- 
нен1емъ 

Шестью уравнешямй (89), (90), (91): 

движен1е неизм'Ьняемой системы вполн'Ь опред'Ьляется, и, для любаго 
момента времени #, мы можемъ по нимъ опред1Ьлить положеше въ 
пространств'Ь любой точки системы. 

Вообще, если мы представимъ себЬ какгя нибудь три оси коор- 
динатъ, неизм'Ьнно соединенныя съ системою, то положен1е точекх 
этой послЬдней, относительно такихъ координатъ, останется одно и 
тоже во время движешя; самыя-же оси координатъ будутъ двигаться 
вм'Ёст'Ь съ системою. Сл'Ёдовательно, положен1е точекъ системы въ 
пространств'Ё, т. е. ихъ положен1е относительно некоторой другой 
неподвижной системы координатъ, опред^Ьлится вполнЬ, если мы бу- 
демъ знать положен1е вышеупомянутыхъ подвижныхъ осей относи- 
тельно неподвижныхъ. Аналитическая геометр1я учитъ насъ, что по- 
можете одной системы координатъ относительно другой опред'Ьляется 
шестью данными. Если одна изъ системъ движется, то упомянутыя 
данныя будутъ изм'Ьняться со временемъ, и движен1е будетъ опре- 
д'Ьлено, если всЬ они будутъ выражены, какъ н'Ькоторыя функц1й вре- 
мени. Такимъ образомъ мы опять пр1йдемъ къ шести уравнен1ямъ, 
опред1^ляющимъ движен1е неизм1Ьняемой системы. 

— -^-^--ЖЧ-* — 

Если для каждаго момента времени даны: 1) три слагающтя ско- 
рости и, Х), тг), по осямъ координатъ, поступательнаго движен1я неиз- 
м'Ёняемой системы и 2) три угловыя скорости р, д', г системы около 
осей координатъ, то для каждаго момента времени мы можемъ найти 
скорости, по осямъ координатъ, для любой точки системы, координа- 
ты которой въ этотъ моментъ времени будутъ х, у, г, Упомянутыя 
скорости, V^, Vу, Vг, очевидно будутъ слагаться, кяждая, ИЗЪ скоростсй 
поступательнаго движешя, и скоростей, зависящихъ отъ вращешя и 
данныхъ въ выражен1и (80); т. е.: 
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или по (80): 

?;^ = и -|- гу — С[^ , 

■^^. = Х) -^р^ — гх, (93) 

Vг =Vд-{-^X—ру . 

Въ такомъ вид'Ё представятся скорости любой точки {х,у,^) си- 
стемы, къ концу н^Ёкотораго времени Ь. Зная первоначальное положе- 
Н1е для какой нибудь точки системы, т. е. зная ея первоначальный 
координаты ^0, у^, з^, мы найдемъ ея координаты х-^, у^, ^^, къ кон- 
цу перваго элемента времени оИ, сл1^дующимъ образомъ: 

!/1 = '1/о + ^оу^^ = ^0 + Х^о^^— ^(ьРо^^ — ^о^У^^ ^ и т. д. 
гд1^ и^, 1)о . • • Ро-> 9.0 ^1 Т. Д. суть скорости, взятыя для начала дви- 
жен1Я. Координаты х^, Уч, ^^-^ "^^ концу втораго элемента времени, 
опред'Ьлятся такъ: 

х^ = х^-\- %Л1 + П^(И + ^о^о^г^ -1- УхГ^си — ^^^с^^сИ — у^а^сИ , и т. д. 

гдЬ ^1, у^, ^1 ДОЛЖНЫ быть определены изъ предыдущихъ уравне- 
н1й. Произведя такого рода вычислен1я для безконечно большаго чи- 
сла п посл'Ьдовательныхъ элементовъ времени, мы получимъ коорди- 
наты разсматриваемой точки системы, для конца любаго конечнаго 
промежутка времени I (равнаго очевидно шиу. 

х^ ^=:г:х^ + ^Vу,(и^=x^ + ^МсИ 4- ^гусИ — Ъд[2гМ , 

у^ =у^ Ч- ^и^д1=^у^ + ^^^^ + Ър^сИ — '^гхсИ , (94) 

^п =^0 + ^'^гсИ =^(3 4^^^^ + ^^х(И — ЪрусЫ , 

гд'Ь знакъ 2 обозначаетъ, что взята сумма отъ членовъ, видъ кото- 
рыхъ определяется выражен1емъ, стоящимъ за знакомъ суммы. Такъ, 

ЪгхсИ=^г^х^й1 -г г^х^М -{- г^х^йЬ ^ • - * г^^Хпси •> и. т. д. 

Интегральное исчисление даетъ намъ способы находить такого рода 
суммы. Суммы вида ^^тсИ отличаются отъ суммъ вида 11гх(И тЬмъ, 
что въ первой сумм'Ь вс^ члены даны, какъ функц1и времени; во вто- 
рой-же каждый членъ суммы множится на искомую величину х, у 
или ^, которая можетъ быть опред'Ьлена суммован1емъ для конца 
предыдущаго момента времени. Способъ нахожден1я такого рода суммъ,, 
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въ которыхъ каждый членъ суммы мно7еится на искомую сумму, 
дается въ теор1и дифференц1альныхъ уравненШ. 

Точно также легко вид'Ьть, что если даны для каждаго момента 
Бремени (т. е. какъ функц1и времени): 1) ускорен1я по осямъ коор- 
динатъ поступательнаго движен1я системы, 2) угловыя ускорен1я 
около осей координатъ, 3) начальныя скорости поступательнаго дви- 
жен1я и 4) начальныя угловыя скорости, то, съ помощ1ю урр. (88), 
можно опред'Ьлить приращен1е скорости для любой точки системы, къ 
концу любаго промежутка времени, и за т^Ьмъ по скоростямъ найти 
координаты этой точки, какъ было показано выше. Р'Ьшен1е такой 
задачи выполняется опять съ помощ1ю суммован1й приращен1Й ско- 
ростей, для посл^^довательныхъ элементовъ времени. При этихъ сум- 
мовашяхъ опять члены суммы будутъ помножаться на искомыя неиз- 
в^Ьстныя. Сл'Ёдовательно, опред1Ьлеше движен1я неизм'Ьняемой системы 
по ускорешямъ должно свестись къ р^^шен1ю дифференц1альныхъ 
уравнешй, о которыхъ было упомянуто выше. 
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ГсЯАВА II 

ООНОВНЫЯ НАЧАЛА УЧЕН1Я О СИЛЪ (ПРИНЦИПЫ 

ДИНАМИКИ). ^ 



§ 16. М а т е р I я, масса. 

Все, что, воздМствуя на наши чувства, представляется намъ 
занимающр1мъ пространство, по длпн1^, ширине и высот'Ь, называется 
матер! ей, т. е. все, что занимаетъ изв1>стный объемъ и такъ или 
иначе нами ощущается. 

Въ какомъ бы разнообраз1и видовъ намъ ни представлялась ма- 
тер1я, мы находймъ въ ней всегда н'Ёсколько общихъ качествъ, со- 
вокупность которыхъ опред'Ьляетъ наше о ней понят1е. Одно изъ та- 
кихъ качествъ уже высказывается въ самомъ опред'Ёлен1и матерхи^ 
какъ чего-то наполняющаго изв-Ёстные объемы. Следовательно, одно 
изч> общихъ качествъ матер1и есть протяженность. Другое каче- 
ство матер1И, существован1е котораго очевидно, есть способность 
п е р е м 'Ь щ а т ь с я, какъ въ ц Ьломъ, такъ и въ частяхъ. СлЬдовательна 
матер1я, занимающая данный объемъ, можетъ перем1Ьститься, или всЬ- 
ми своими частями однообразно и не м'Ьняя своего объема, или раз- 
личными своими частями различно, м'Ьняя форму и величину своего 
объема. Отсюда — понят1е о сжимаемости и ра з шир яем о сти 
матер1и. 

Сл1;довательно, зам'Ьчая изчезновеше какой нибудь части дан- 
наго количества матер1и, мы прежде всего представляемъ себТ. это 
изчезновен1е, какъ перем'Ьщен1е упомянутой части изъ одного м1^ста 
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пространства въ другое; при этомъ перемещенная матер1я можетъ 
намъ явиться съ другими качествами, ч'Ьмъ т Ь, которыя она имЁла до 
перемещен1я. Мы можемъ не знать, куда переместится изчезнувшая изъ 
даннато м'Ьста часть матер1п, т. е. не иметь данныхъ для подобнаго опре- 
д'Ьлен1я; но все таки не можемъ отрицать возможности найти гдк 
либо въ пространств!^ ушедшую прочь часть матер1и: слЬдовательно, 
у насъ нЁтъ основан1Й заключать о безсл'Ьдномъ псчезновен1и мате- 
р1и, какъ сл]^дств1и ея перем'Ёщен1я. Отсюда — понят1е о неразру- 
шимости материи и о ея нензм1^нномъ количестве въ М1р'Ь. 

Объемъ, занятый сплошь определеннымъ количествомъ матер1и, 
не можетъ въ тоже самое время быть занятъ еще другимъ количе- 
ствомъ матер1и. Въ противномъ случае, вся матер1я вселенной могла- 
бы быть представлена умещенной въ объеме, меньшемъ всякой дан- 
ной величины. Отсюда — понят1е о непроницаемости матер1и. 

Такъ какъ матер1я, будучи непроницаема, можетъ однако изме- 
нять свой объемъ въ известныхъ пределахъ, то мы не можемъ се- 
бе представить пространство наполненное такою матер1ею сплошь, 
безъ промежутковъ. Отсюда — понят1е о скважности. 

Промежутки внутри даннаго тела, не занятые матер1Й, могутъ 
быть при случае выполнены матер1ею другаго вида, нежели тотъ, къ 
которому принадлежитъ разсматриваемое тело. Наблюдая такого рода 
смешен1я различныхъ видовъ матер1и (простыя или химическ1я), мы 
замечаемъ, что смешиваюпцяся виды матер1и могутъ быть найдены 
въ каждой малейшей частице смеси, насколько только наши средства 
позволяюсь намъ наблюдать так1я малейш1я частицы. Вследств1е этого 
мы приходимъ къ заключен1ю, что матерхальныя тела должны со- 
стоять изъ отдЬльныхъ матер1альнь1хъ частицъ, расположенныхъ на 
некоторыхъ весьма малыхъ разстоян1яхъ другъ отъ друга. Так1я ма- 
тер1альныя частицы носятъ назван1е молекулъ. 

Нашему непосредственному наблюден1ю доступны только группы 
молекулъ, образующ1я материальный тела. Только путемъ умозаклю- 
чен1й и предположен1й мы можемъ, по непосредственнымъ наблюде- 
Н1ямъ надъ группами молекулъ, составлять себе понят1е о томъ, что 
происходитъ съ каждою молекулою въ отдельности. Къ области Фи- 
зики относятся по преимуществу те явлен1я матер1альнаго м1ра, ко- 
торыя могутъ быть объяснены перемещен1ями молекулъ. безъ изме- 
нен1я ихъ внутреннаго строен1я. 
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Количество матер1и, представляемой даннымъ т^Ьломъ, называется 
массою этого т^Ьла. За единицу массы принимается количиство ма- 
терии, заключающееся въ одномъ г р а м м 'Ь. 

Граммъ есть тысячная доля н^Ькотораго образца, сд1^ланнаго въ 
конц'Ь прошлаго стол'Ьт1я изъ платины и хранящагося въ Париж1^. 
Упомянутый образецъ называется килограммъ. Въ свое время ки- 
лограммъ долженъ былъ представлять количесто матер1и, заключаю- 
щееся въ одномъ кубическомъ дециметр1Ь воды, при температур^Ь 4'^ (7, 
Но позн'Ьйш1я изм^решя показали, что количество матер1и въ куб. 
дециметр1^ воды есть не 1000 грам., но 1000.01В грам.. Следовательно, 
изм'Ьряя массу т'Ёла, мы сравниваемъ ее не съ количествомъ мате- 
р1и, заключенной въ опред1^ленномъ объем^Ь воды, но съ количествомъ 
матер1и опред^леннаго платиноваго образца или сд1Ьланныхъ съ этого 
образца копш. Въ техническомъ отношен1и, посл1Ьдшй способъ срав- 
нешя легче и точн1^е, нежели первый. 

Количество матер1и, заключенной въ единиц1Ь объема (т. е. куб. 
центим.) даннаго т'Ьла называется плотност1ю этого т1Ьла. Если из- 
вестна масса М т^ла, выраженная въ граммахъ, и его объемъ V, 
выраженный въ цент.^ то плотность I) т^ла найдется, на основан1и 
вышеприведеннаго определен1я, какъ частное массы на объемъ, т. е: 

Ж грам. 

Гцент.з' ^ ^ 

всл'Ьдств1е чего наименован1е, или разм^ръ, единицы плотности, опре- 
делится такъ: 

грам. .^. 

един, плоти. =—^ 5 (2) 

* цент.-^ 

В' 

Отвлеченное число, представляющее отношеше ^^ плотностей В' и В 

двухъ телъ, называется относительною плотно с т1ю перваго 
тела относительно втораго. 

Перечисленный выше свойства матерхи не указываютъ намъ 
еще на способъ, какъ найти, во сколько разъ масса даннаго тела 
больше или меньше массы образца, принятаго за единицу, или вообще 
какъ решить вопросъ, равны или не равны массы двухъ данныхъ 
телъ. Пока мы можемъ только сказать, что двойные, тройные и т. д. 
объемы однородной матер1и заключаютъ въ себе также двойныя, 
тройныя и т. д. массы; съ другой стороны, мы знаемъ, что упомяну- 
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тыя массы будутъ во столько же разъ тяжел-Ье. Отсюда мо- 
жемъ вообще заключить, что ч1^мъ больше масса какого нибудь т'Ьла, 
т^мъ оно тяжел'Ье, хотя точное значеше термина «тяжелее» узнаемъ 
только впосл'Ьдств1и, познакомившись съ дМствхемъ силъ на 
массы. 

Т'Ьмъ не мен1&е перечисленныя выше свойства матер1и приво- 
дятъ насъ къ понят1ю о масс1Ь, какъ о величин'^, которая такъ или 
иначе можетъ быть изм-Ёрена и выражена въ опред'Ьленныхъ едини- 
цахъ. Этого понят1я совершенно достаточно для вывода дальнМшихъ 
заключешй о дМств1яхъ силъ, какъ увидимъ ниже. 



§ 17^ Первый законъ Ньютона: опредЪлен1е поняля о сил%. 

Данная масса, всл1эдств1е установленнаго нами за нею свойства 
подвижности, можетъ двигаться различными способами, которые мы 
можемъ въ нашемъ представлеши разнообразить до безконечности. 
То или другое движен1е не представляется исключительнымъ призна- 
комъ данной массы, а является ея случайнымъ качествомъ, обуслов- 
ливаемымъ посторонними обстоятельствами, независимыми отъ самой 
массы. Поэтому, если одинъ разъ мы наблюдаемъ одно движен1е не- 
которой массы, а другой разъ— гдругое движенхе той же самой массы, 
то различ1е этихъ двухъ движешй объясняемъ себ^Ь т'Ьмъ, что вн'Ьш- 
н1я услов1я въ томъ и другомъ случа'Ь были различны. Эти вн'Ьшшя 
услов1я и будутъ причиною различ1я двухъ движешй. 

Всякое движен1е, въ своихъ элементахъ, есть прямолинейное и 
равном^Ьрное. Сл'Ьдовательно, одно движен1е отличается отъ другаго 
величиною и направлешемъ скоростей. Движен1е массы, на одномъ 
элемент'Ь ея пути, будетъ отлично отъ ея движешя на другомъ эле- 
мент^Ь, когда скорости на обоихъ элементахъ будутъ различны какъ 
по величин'Ё, такъ и по направлешю, или: движен1е изменится, если 
скорость изм'Ёнится по величин'Ь и направлешю. 

Причина, обусловливающая изм1Ьнен1е величины 
и направлен1я скорости данной массы и независимая 
отъ этой массы, называется силою, приложенною 
к ъ данной м а с с 1^ . 

7 
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Вышеприведецное опредЬлеше силы изв'Ьстно подъ именемъ 
перваго закона движен1я, который быль формулированъ 
Ньютономъ въ сл'Ьдующихъ словахъ: 

Тело пребываетъ въ состоян1и покоя или равно- 
м^Ьрнаго прямолинейнаго движен1я, если никакая 
сила, къ нему приложенная, не стремится изменить 
это состоян1е. 

Разсматривая изм'Ьнеше движен1я, какъ сл1,дств1е д'У1Ств1я н1Ько- 
торой вн'Ьшней причины, мы т'Ьмъ самымъ утверждаемъ, что масса 
не им'Ьетъ свойства изм^Ьнять свое собственное движен1е. Это отри- 
цательное качество матер1и, состоящее въ н е с п о с о б н о с т и из- 
М'Ьнять свое собственное движен1е, носитъ назван1е инерц1и или 
косности. 11онят1е объ инерц1и очевидно является сл'Ьдств1емъ 
П0НЯТ1Я о сил'Ь, и наоборотъ, допустивъ сначала инерц1ю матер1и, 
мы должны пр1йти къ П0НЯТ1Ю о внЬшней причин-Ь, нарушающей инер- 
Ц1Ю. Поэтому на м'ёсто перваго закона Ньютона мы можемъ поставить 
законъ инерц1и, формулированный въ такомъ вид'Ь: 

Всякое т1^ло им'Ьетъ свойство, разъ будучи въ 
п о к о 1. или в ъ р а в н о м 'Ь р н о м ъ п р я м о л и н е й н о м ъ д в и ж е- 
Н1И, еЬчно оставаться соотвЬтственно въ уомъ или 
другомъ изъ упомянутых ъ с о ст оян1й ""). 

Но такъ какъ, строго говоря, законъ инерц1и выражаетъ отри- 
цательное свойство матер1и, то опред1Ьлен1е силы должно быть скорЬе 
поставлено на первомъ м^Ёст^, а не наоборотъ. ДЬйствительно, опре- 
д1>ляя силу, мы утверждаемъ, 

что изм'Ёнен1е движен1Я данной массы обусловливается внеш- 
нею причиною — силою; 
а законъ инерц1и высказываетъ, 

что матер1я сама по себ'Ь не можетъ изм1^нять своего движен1я. 

Итакъ, представлен1е о сил1^, какъ о причине измЬнен1я движе- 
н1я, находящейся в н 1^ массы, влечетъ за собою представление объ 
инерц1и, какъ объ отсутств1и этой причины в н у т р и массы. 

Такъ какъ движен1е можетъ изм'Ьняться или черезъ конечные 
промежутки времени, или непрерывно, то и дМств1е силы можетъ 



'*') Закоыъ инерц'.и былъ установленъ раньше Ньютона Галилеемъ. 
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быть илл мгновеннымъ и прерывнымъ, или непрерывнымъ. Д'Ьйстви- 
тельно, если т'Ьло, пребывавшее сперва въ поко!;, потомъ стало двигать- 
ся равном'Ьрно, то это значитъ, что на него под'Ёйствовала н1^которая 
сила, изм'Ёнившая покой на движен1е. Но пока это т'Ьло движется 
дал'Ёе равном'Ьрно и прямолинейно, на него не дМствуетъ никакая 
сила. Если т^ло черезъ н^Ькоторый промежутокъ времени изм'Ьнитъ 
свою скорость, то это будетъ обусловлено новымъ дМствхемъ какой 
нибудь силы, которая, разъ изм'ёнивъ движете, не продолжаетъ дМ- 
ствовать на т'Ьло, если оно пойдетъ дальше равном^^рно и прямо- 
линейно. Если скорость т1Ьла изм^^няется непрерывно, т. е. черезъ 
промежутки времени, которые могутъ быть представлены меньше 
всякой данной величины, то и силы дМствуютъ непрерывно или, 
что все равно, ихъ д'Ьйств1е повторяется черезъ безконечно малые 
промежутки времени. 



§ 18. Второй законъ Ньютона: определение величины силы. 

Такъ какъ дМств1е силы состоитъ въ изм'Ьнен1И скорости 
массы, то оно будетъ различно, если у различныхъ массъ будутъ 
различнымъ образомъ изм1^няться скорости. Сл'Ьдовательно, на осно- 
ван1и опред1Ьлен1я силы, мы должны отличать разныя силы другъ отъ 
друга по стольку, по скольку различны массы, на которыя он1^ 
дМствуютъ, и по скольку различны изм'Ьнен1я скоростей, обусловли- 
ваемыя этими силами. 

Разсмотримъ сперва, по скольку различаются между собою силы 
всл1Ьдств1е различныхъ изм'Ьнен1Й скоростей. 

Каждую скорость ЛВ (рис. 43) мы можемъ разсматривать, какъ 
результирующую н-Ькоторыхъ другихъ двухъ скоростей, положимъ, 
С! АС и СВ. Изм^Ьнен1е скорости АВ въ скорость 

V АВ, мы разсматриваемъ, какъ результатъ при- 

\ бавлен1я (геометрическаго) къ скорости АВ 
~~^^ н1^которой новой скорости вв. Вн'Ьшнюю при- 
чину описаннаго изм'Ьнен1я, мы называемъ силою. 
•^ Но результатъ дМств1я упомянутой силы, т. е. 

изм'Ьнен^е АВ въ АВ, мы можемъ себЬ предста- 
вить, какъ изм^Ьнен1е одной изъ слагающихъ отъ ЛД положимъ СВ ,\ 
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въ СД отъ приложен!;! скорости ВВ. Такимъ образомъ одна и та же 
сила можетъ быть одновременно разсматриваема, какъ причина, жъж%- 
няющая па одну и ту же величину ВВ двЬ различный скорости, АВ 
или СВ, одной и той же движущейся массы. Следовательно, Д'Ьйст- 
в1е силы не завис итъ отъ величины той скорости, 
которая этою с и л о ю и з м ^^ н я е т с я , а п о э т о м у — и отъ 
д 1^ и с т в 1 я другой с и л ы . 

Представимъ себ]Ь, что на некоторую массу д'Ьйствуетъ непре- 
рывно некоторая сила: тогда скорость движен1я должна непрерывно 
нзм'кияться, возрастая или убывая. Пусть сила д1Ьйствуетъ на упо- 
мянутую массу непрерывно, въ течен1и н-Ькотораго опред'Ьленнаго 
промежутка времени, при чемъ первоначальная скорость массы полу- 
чаетъ н'Ькоторое опред1^ленное приращен1е; если таже сила будетъ 
д1:^йствовать на туже массу въ течен1и сл'Ьдующаго ■ промежутка вре- 
мени, равнаго первому, то она, оставаясь сама себГ. равною, сообщитъ 
массЁ точно такое же приращен1е скорости, какъ прежде, независимо 
отъ той скорости, которую эта масса уже пр1обр1^ла. Тоже самое 
заключен1е сд'Ьлаемъ для сл'Ёдующаго равнаго промежутка времени, 
и т. д. . Сл1^довательно, если сила одной и той же величины непре- 
рывно дЁпствуетъ на одну и ту-же массу, то эта посл'Ьдняя полу- 
чаетъ въ равные, и произвольной величины, промежутки времени, 
равный приращен1я скорости; т. е. подъ д-^Ьйствхемъ постоян- 
н о й с и л ы , м а с с а движется с ъ п о с т о я н н ы м ъ , по вел и- 
ч и и ]^ и н а п р а в л е н 1 ю , у с к о р е н 1 е м ъ . Если направлен1я уско- 
решя и первоначальной скорости при этомъ совпадаютъ, то движение 
массы будетъ прямолинейное, равномерно ускоренное; если упомяну- 
тый направлен1я не ндутъ по одной и той же прямой, то движен1е 
будетъ параболическое (см. § 9). Такъ какъ ускорен1е всякаго дви- 
жен1я можетъ быть разсматриваемо, какъ постоянное, въ течен1и 
каждаго безконечно малаго промежутка времени, то и всякая пере- 
м'Ённая сила можетъ быть разсматриваема какъ постоянная, въ тече- 
н1и элемента времени. 

Назовемъ черезъ /' величину силы, которая, действуя непре- 
рывно па некоторую массу, сообщаетъ ей, въ опред^еленный безконечно 
малый промежутокъ времени сИ, приращен1е скорости ^V по опреде- 
ленному направлен1ю. Такъ какъ величина ( не зависитъ отъ самой 
изм1^няемой скорости, то она не зависитъ и отъ того, будетъ ли 
изм1^няемая скорость одна изъ слагающихъ н^екоторой результирую- 
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щей скорости, или самая результируюн^ая. Итакъ, сила ( изм1;няетъ 
скорость массы на Аг;, или все равно, она изм'Ьняетъ одну изъ сла- 
гающихъ этой скорости тоже на Ау. Чтобы изменить на Аг?, въ то-же 
время й1 и въ томъ же направлен1и, другую изъ слагающихъ данной 
скорости, потребна точно такая же сила /\ действующая на туже 
массу. Сл^Ьдовательно, чтобы изменить заразъ на Ау каждую изъ п 
слагающихъ скоростей, на которыя мы можемъ разложить данную 
первоначальную скорость массы, нужно чтобы на эту массу дМство- 
вали по одному и тому же направлешю, въ течен1и одного и того же 
времени <и^ п одинаковыхъ силъ, каждая равная /', т. е. другими сло- 
вами, одна сила равная п.^. Но если каждая изъ п слагающихъ 
скоростей йзм^Ьнится на А^, по одному и тому же направлен1ю, то 
результирующая изм'Ьнится на пАг), по тому же направлеи1ю. Сл^Ьдо- 
вательно, въ п разъ ббльшая постоянная сила обусловливаешь въ ух 
разч> большее приращенте скорости, въ одно и тоже время. Поэтому, 
если сила ( обусловливаетъ приращен1е скорости Ау, а сила /'' , дЬй- 
ствуя на ту же массу, въ течен1й того же времени й1, обусловли- 
ваетъ приращен1е скорости А^', то 

/ : /•' =^ Аг; : Аг;' . (3) 

Но такъ какъ [§ 7, (14)]: 

А|; = (/с?^ , \ь^ г:= д'й( , 

гд1^ д и д" суть ускорен1я, то 

Г' Г'^д : 9''. (Л 

т. е. силы, д'Ьйствующ1я на равный массы, относятся, 
какъ у с к о р е н 1 я , ими обусловливаемый. 

Разсмотримъ теперь, по скольку различаются силы, дЬйствую- 
Щ1Я на различныя массы. 

На основан1и перваго закона Ньютона, всякая масса, скорость 
которой изм1^няется, должна быть разсматриваема, какъ находящаяся 
подъ дМствтемъ силы. Если н-Ькоторая масса изм1^няетъ свою ско- 
рость, то и каждая часть ея тоже изм^^няетъ свою скорость; если 
каждая изъ п равныхъ частей данной массы получаетъ одинаковыя 
ускорен1я, то силы, д'ЁйствуюЩ1я на эти части, равны между собою. 
Вся масса при этомъ получаетъ тоже самое ускорен1е, какъ и каждая 
ея п — ая часть. Такимъ образомъ, описывая одно и тоже д1^йств]^* 
силы, мы можемъ говорить или: п одинаковыхъ силъ д1;йстЕуют>> 
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на п частей вшссы, т. е. на всю массу, или: на туже массу д1^йствуетъ 
н'Ькоторая одна сила; слЬдовательно каждая изъ уповшнутыхъ п силъ 
должка составлять п — ную часть той силы, которая дМствуетъ на 
всЬ п частей массы; т. е., при одномъ и томъ же ускоренш, на массу 
въ п разъ меньшую, должна д1^йствовать въ п разъ меньшая сила, 
и наоборотъ. Если сл^^довательно ^ и /"' суть величины силъ, сооб- 
щающихъ соотв1эТСтвенно массамъ ш и ш' одинак1я ускорения, то 

/" : 1^' = т : т' \ (5) 

т. е. при одинаковыхъ у скорей! я хъ, силы пропорц1о- 
н а л ь н ы м а с с а м ъ . 

Сравнимъ теперь дв']^ силы: одну /', сообщающую масс'Ь ш уско- 
рен1е д, и другую /'\ сообщающую масс']^ ш' ускорен1е д^ . Предста- 
вимъ себ'Ё некоторую третью силу /"", которая сообшаетъ массЬ ш 
ускорен1е д'. Тогда им4емъ, на основан1и (4): 

1 = 1 

г 9' ' 
а на основанш (5): 

/•" __ т 

Перемножая оба посд'Ьдшя равенства, находимъ: 

1 = ^11 . (6) 

т. е. силы, сообщающ1я различнымъ массамъ различ- 
ны я ускорен1я, относятся между собою, какъ произ- 
веден1я изъ соотв-Ьтствующихъ ма1^съ и ускорен1й. 

Если сила /"' сообщаетъ единиц'Ь массы единицу ускорен1я, 
то полагая въ (6): 

, . , . цент. 

ш' = 1 грам., д' = 1 г- , 

сек.^ 

получаемъ: 

^, = гп.д. (7) 

Если силу /' примемъ за единицу, т. е. положимъ, что еди- 
ница с и л ы сообщаетъ е д и н и ц -ё массы у с к о р е н 1 е е д и - 
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ниц у, то величина всякой другой силы, сравнительно съ установ- 
ленной такимъ образомъ единицей, будетъ 

Г=тд', (8) 

т. е. въ такомъ случа'Ь величина силы изм'Ьряется произ- 
веден1емъ изъ массы, на которую она д'Ьйствуетъ, и 
ускорен1я, которое она этой масс1Ь сообщаетъ. 

Единица силы, опред^Ьленная вышеупомянутымъ образомъ, назы- 
вается динамою или диною. Наименован1е дины на основан1и (8) 
сл'Ьдующимъ образомъ выражается черезъ основныя наименован1я 
длины, времени и массы: 

грам. цент. .^. 

дина = -^^ . (9) 

Вышеприведенное выражен1е (8), опред'Ьляющее величину силы, 
представляетъ второй законъ движешя, формулированный Ньюто- 
номъ въ сл'Ьдующихъ словахъ: Изм'Ьнен1е движен1япропор- 
ц1онально приложенной сил'Ь и происходитъ въ на- 
правлен! и силы. При этомъ подъ величиною изм-Ьнеихл движен1я 
должно очевидно разум'Ьть произведен1е изъ массы и ускорен1я. 

Тоже самое представлен1е о величин-Ь изм'Ьнешя движешя мы 
можемъ составить себ1^ еще другимъ образомъ. Если некоторая по- 
стоянная силаУ д1Ьйствуетъ непрерывно на массу ш, въ течен1е про- 
межутка времени I, то результатомъ такого дМств1я будетъ изм^Ь- 
нен1е первоначальной скорости V^ въ н1Ькоторую другую V, при чемъ 
очевидно 





9 


V ' 




Г- 




тV'- 


-тг^о 



д сл1>довательно 

(10) 

Произведен1е изъ массы и скорости называется количествомъ 
движен1я, и отъ д'Ьйств1я силы оно очевидно изм'Ёняется. Числи- 
тель дроби, въ правой части равенства (10), очевидно представляетъ 
приращен1е (вообще геометрическое) количества движен1я, въ течен1и 
промежутка времени 1\ самая же дробь представляетъ приращен1е 
количества движен1я въ единицу времени или, по вы- 
ражен1ю Ньютона, изм1^нен1едвижен1я. 
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На основан1и (10) мы можемъ написать: 

■С^■=:^ШV ^^тV^ , (11) 

откуда видимъ, что одно и тоже приращен1е количества движен1я 
можетъ быть вообще обусловлено различными силами, который д1^й- 
ствуютъ въ течен1е различныхъ промежутковъ времени, но такъ, 
что произведен1е изъ силы и промежутка времени остается одна 
и тоже. Упомянутое произведен1е /'^ называется импульсомъ 
или толчкомъ. Сл-Ёдовательно, величина импульса изм1Ь- 
ряется приращен1емъ количества движен1я. Увеличи- 
вая одновременно силу /* въ ^ разъ и уменьшая во столько же разъ 

время ея дМствгя, мы не изм'Ёнимъ величины импульса щ . - , а 

сл'Ьдовательно не измЬнимъ и обусловливаемаго имъ приращен1я ко- 
личества движен1Я. Если п будетъ безконечно велико, то мы полу- 
чимъ въ результат'^ д'Ьйств1е Н'Ёкоторой безконечно большой силы,, 
продолжающееся безконечно малое время. Импульсъ, соотв1Ьтствующ1й 
этому дМств1Ю, будетъ обусловливать мгновенное приращен1е коли- 
чества движешя на н-Ькоторую зам'Ётную величину. Сл1^довательно, 
только безконечно больш1я мгновенный силы могутъ производить ко- 
нечный изм'Ьненхя количества движен1я. Очевидно также, что одно и 
тоже конечное изм'Ьненге движен1я можетъ быть произведено или 
безконечно большою мгновенною силою, или конечною силою, д'ёй- 
ствующею въ течен1и конечнаго промежутка времени. 

При непрерывномъ перем'Ьнномъ движен1и скорость изм'Ьняется 
отъ одного элемента пути къ другому, по величин1Ь и направлешю: 
соотв'Ётственно изм'Ьняется также и количество движен1я тV, к 
тоже — по величин-Ь и направлен1ю. Каждое приращен1е этого количе- 
ства, которое мы обозначимъ черезъ А (ш . -г;) , обусловливается импуль- 
сомъ (толчкомъ), сообщаемымъ движущейся массЬ въ направлен1и 
упомянутаго приращен1я. Если /* будетъ сила, дМствующая на массу 
ж, и ^( — время, въ течен1и котораго проходится элементъ пути, та 

^'а^ = ^{шV^. (12) 

Еакъ и прежде, величина импульса не изм-Ьнится, если сила будетъ 
увеличена въ п разъ, а время ея дМств1я во столько же разъ умень- 
шено, ибо мы будемъ йм-Ёть тогда 

п^.~ = ^{пгV). (12)' 
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Если п сд^^лаемъ больше всякой данной величины, то получимъ дМ- 
ств1е безконечно большой силы п{, продолжающееся такое время, 
которое безконечно мало въ сравнен1и съ выбраннымъ уже безконечно 
малымъ промежуткомъ с11\ т. е. дМств1е силы будеть мгновенное 
даже по отношен1ю къ элементу времени М, и будетъ продолжаться 
только въ течен1и безконечно малой части этого элемента. Такимъ 
образомъ мы видимъ, что элементарное приращен1е количества дви- 
жен1я, также какъ и конечное, можетъ быть разсматриваемо, или 
какъ результатъ непрерывнаго дМств1я конечной силы /", въ течеши 
безконечно малаго промежутка времени сИ, или какъ результатъ д1^й- 
СТВ1Я безконечно большой силы ';г/, въ течен1и еще безконечно мень- 

шаго промежутка времени — . Въ первомъ предположент, скорость 

изм'Ьняется непрерывно въ течен1и времени М, съ постояннымъ уско- 
решемъ,и движен1е по элементу есть параболическое. Во второмъ случа'Ь 
скорость изм'Ьняется безконечно малыми скачками, и сила дЬйствуетъ на 
массу только мгновенно въ началЬ каждаго промежутка времени €И\ по- 
этому движен1е по элементу будетъ тогда прямолинейное и равном'Ьрное. 
Но оба вышеприведенныя представлен1я о дМств1и силы на элементахъ 
пути не отличаются другъ отъ друга существенно, ибо одно изъ нихъ 
всегда сводится къ другому. Действительно, каждый изъ безконечно 
малыхъ параболическихъ отрЛ^зковъ, представляющ1Йся намъ элемен- 
томъ данной траэктор1и, мы можемъ снова разбить на безконечно 
большее число еще болЬе мелкихъ элементовъ (безконечно малыхъ 
втораго или высшаго порядка), которые будутъ прямолинейные, на 
которыхъ движения будутъ равном1^рны, и скорости будутъ м'Ьняться 
безконечно малыми скачками ''), всл'Ёдств1е ряда д'Ьйств1Й мгновен- 
ныхъ силъ, при началЬ каждаго изъ новыхъ элементовъ. Такимъ 
образомъ мы приходимъ опять къ тому же заключен1ю, которое было 
сд-Ёлано въ предъидущей глав!: именно, что всякое движен1е, въ 
своихъ элементахъ, можетъ быть разсматриваемо, какъ происходящее 
по безконечно малымъ отр'Ьзкамъ какихъ угодно кривыхъ лин1й; это 
заключен1е вполн'Ь аналогично съ геометрическимъ представлен1емъ 
о кривой, какъ о ломанной, составленной изъ безконечно малыхъ 



*) Скачки эти будутъ безконечно малы въ сравнен1и со скачкомъ Ду. Если 
элел1ентъ разбитъ на безконечно большое число п новыхъ элементовъ, то величина 
каждаго скачка будетъ — • 

71 
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элементовъ другихъ кривыхъ, изъ которыхъ каждая соприкасается 
съ данною кривою по одному изъ этихъ элементовъ. 



§ 19. Сложен1е силъ. Матер1альная частица и точка 

Такъ какъ д'Ьйств1е силы на массу состоитъ въ сообщен1и этой 
последней н-Ькотораго ускорен1я, то сл-Ьдовательно направлен1е дМ- 
ств1я силы, т. е. самой силы, должно опред'Ьляться направлен1емъ 
ускорен1я ею сообщаемаго. 

Если т1^лу сообщаются н'ёсколько ускорешй по различнымъ на- 
правлен1ямъ, то это обстоятельство обозначаетъ, что на т1^ло д'Ьй- 
ствуютъ разлйчныя силы по различнымъ нанравлен1ямъ, и на обо- 
ротъ — дМствге разныхъ силъ на одну и туже массу обусловливаетъ 
совм1^стное существован1е различныхъ ускорен1й; т. е. скорости т'Ьла 
по различнымъ направлен1ямъ испытываютъ разлйчныя йзм'Ьнен1Я. 
Н'Ьсколько совм1Ьстныхъ ускорен1й могутъ быть, по § 6, заменены 
однимъ результирующимъ, равнымъ геометрической сумм'Ё составляю- 
щихъ. Существован1е такого результирующаго ускорен1я обусловли- 
ваетъ силу, д'Ьйствующую въ его направлен1и. Сл1Ьдовательно, сов- 
м'Ьстное дМств1е Н'Ьсколькихъ силъ на данную массу даетъ такой 
же результатъ, какъ дМств1е н'Ькоторой одной, которая и называется 
поэтому равнод-Ёйствующею или результирующею. На- 
11равлен1е равнод'Ьйствующей совпадаетъ съ направлен1емъ результи- 
рующаго ускорен1я; а величина ея равна (по II закон.) произведен1ю 
изъ упомянутаго ускорен1я и массы даннаго т1^ла. 

Графически всякая сила можетъ быть представлена прямою ли- 
н1ею, длина которой заключаетъ въ себ'Ё столько единицъ длины, 
сколько изображаемая сила — динъ, и направлен1е которой совпадаетъ 
съ направлен1емъ силы. М'Ьстомъ приложен1я силы будетъ та точка 
объема массы, которая изм'Ьняетъ свою скорость, или должна ее 
изм'Ьнять въ направлен1и приложенной силы. Если мы разсматриваемъ 
движен1е различныхъ частей даннаго Т'Ьла, то должны представлять 
себ^Ь силы приложенными къ каждой изътакихъ частей, который должны 
вообразить на сколько возможно малыми. Такъ какъ дМств1е одной 
и той же силы, одинаковое для всЬхъ частей данной массы, не за- 
виситъ отъ формы и величины объема этой посл'Ьдней, то изсл'Ьдуя дан- 
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ную силу, мы можемъ всегда представлять себ1Ь, что масса, на кото- 
рую она д1^йствуетъ, сосредоточена въ безконечно маломъ объем-Ь. 
При этомъ мы сл'Ьдовательно предполагаемъ, что если бы вся масса, 
заключенная въ безконечно маломъ объем^^, была распред1^лена одно- 
родно въ какомъ либо конечномъ объем'Ь, то подъ д'Ьйств1емъ той 
же самой силы она будетъ двигаться вс1Ьми своими частями такъ-же, 
какъ прежде. Такимъ образомъ мы приходимъ къ представлен1ю о 
матерьальной частиц1Ь, какъ о массЁ (конечной или безконечно 
малой величины), сосредоточенной въ безконечно маломъ объем'Ё. 
Всякую данную массу мы можемъ представлять себ'Ь поэтому, какъ 
собран1е матер1альныхъ частицъ. Однако не должно см'Ьшивать пред- 
ставлен1я о матер1альной частиц'Ь съ представлен1емъ о точк1э. Какъ 
бы мала ни была частица, она всегда занимаетъ н'Ькоторый объемъ, 
который никогда не можетъ быть представленъ точкою, ибо понят1я 
объ объеме и точк1^ суть совершенно разнородныя. Какъ поверх- 
ность не можетъ обратиться въ лин1ю, лин1я во время, время 
въ массу, такъ и объемъ не превратится въ точку, а останется 
всегда объемомъ, какъ-бы мы его ни уменьшали въ нашемъ пред- 
ставлен1и. 

Вообразимъ н1Ькоторую геометрическую точку, принадлежащую 
объему, занимаемому данною массою. Эта точка должна перем'Ьщаться 
и получать ускорен1я вм'ёст'Ь съ массою. Такъ какъ, при одной и той 
же сил-Ь, ускорен1е данной массы очевидно не зависитъ отъ величины 
ж формы ея объема, то и ускорешя вышеупомянутой точки будутъ 
обусловливаться только величиною силы, дМствующей на данную 
массу и величиною массы, каковы бы ни были величина и форма 
объема этой посл'Ьдней. Такиз1ъ образомъ мы можемъ представить 
себ'Ь геометрическую точку, движен1е которой, при данной 
сил'Ь, обусловливается массою, наполняющею тотъ объемъ, куда 
лринадлежитъ упомянутая точка. Такого рода точка называется ма- 
тер1альною точкою. Мы не можемъ, сл'Ьдовательно, говорить 
о матер1и сосредоточенной въ данной матер1альной точк^, ибо матерхя 
должна занимать всегда н'Ёкоторый объемъ; но мы можемъ говорить 
о масс1> данной матер1альной точки, какъ о массЁ, связанной съ 
этою посл1зДнею и наполняющей объемъ, къ которому принадлежитъ 
данная точка. Очевидно, что понят1я о матер1альной частиц'Ь 
лматер1альной точк'ё существенно другъ отъ друга разнятся. 
Частица можетъ им'ёть опред'Ьленную форму и опред-йленную плот- 
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ность; матер1альная точка связана только съ опред'Ёленною массою, 
форма и плотность которой могутъ быть представляемы произвольно. 

Изъ предъндущаго заключаемъ, что матер1альная точка можетъ 
представлять массу, какой угодно величины и какого угодно объема, 
лишь-бы при этомъ движен1Я ея отдЬльныхъ частей не отличались 
другъ отъ друга. Если движен1я различныхъ частей даннаго т'Ёла 
различны, то мы можемъ представить себ'Ё это посл1Ьднее, какъ совокуп- 
ность н1^сколькихъ массъ, движен1я частей которыхъ одинаковы. Дви- 
жете каждой изъ такихъ массъ мы можемъ зам'Ьнить движешемъ н'Ько- 
торой матер1альной точки, и всякое т'Ьло, такимъ образомъ, разсматри- 
вать, какъ совокупность матер1альныхъ точекъ. Части тЬла, движешя 
которыхъ разсматриваются, какъ движен1я матер1альныхъ точекъ, мо- 
гутъ быть или конечны, или безконечно малы; въ посл1^днемъ случа1^ 
матер1альная точка будетъ представлять матер1альную частицу, т. е. 
будетъ связана съ ея массою. Но въ нЬкоторыхъ случаяхъ прихо- 
дится разсматривать и самую матерхальную частицу, какъ совокуп- 
ность различныхъ матер1альныхъ точекъ: именно тогда, когда различ- 
ный части этой частицы пм1Ьютъ различный движен1я. 

Итакъ, мы можемъ графически представлять силу, по величин'Ё 
и направлешю лин1ей, а объектъ дМствтя силы — геометрическою точ- 
кою, которую должны воображать связанною съ н1^которой массою. 

Представимъ себ1^ (рис. 44) дв1^ силы ЛВ и ЛС, приложенный 
къ точк'Ё А. Если т будетъ величина массы, связанной съ этою 

точкою, то длины ЛЬ и Лс, отложенный 
на силахъ и въ т разъ З1еньш1я длины 
ЛВ и ЛС, будутъ представлять соотв'ёт- 
ственно ускорешя отъ об'Ьихъ данныхъ силъ. 
Геометрическая сумма лин1й ЛЬ и Лс, пред- 
ставляемая лин1ей Лс1, даетъ намъ вели- 
чину и направлен1е результирующаго ускорен1я. Наконецъ, удлиннивъ 
лин1ю Лс1 въ т разъ, мы получимъ ЛВ, которая должна представить 
равнодМствующую двухъ данныхъ силъ. Но такъ какъ 

ЛВ Л С ЛВ 




ЛЬ Лс Ли 



ш 



то ЛВ и ЛЬ, ЛС и Лс взаимно параллельны, и сл'Ёдовательно ЛВ^ 
будучи д1агональю параллелограмма, построеннаго на ЛВ и ЛС, пред- 
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ставитъ геометрическую сумму этихъ двухъ линШ. Итакъ, равнод'Ьй- 
ствующая двухъ силъ, приложен ныхъ къ одной итой- 
же точЕ-Ь, представляется, по величин1^ и направлен1ю, 
д1агональю параллелограмма, построеннаго на у помя- 
нут ыхъ силахъ, какъ на сторонах ъ. Сл'Ьдовательно вообще: 
р а в н о д 1^ й с т в у ю щ а я н -Ё с к о л ь к и х ъ силъ, п р и л о ж е н н ы х ъ 
къ одной точк-Ь, есть геометрическая сумма всЬхъ сла- 
гающихъ *}. 

Если равнодМствующая вс1>хъ силъ, приложенныхъ къ данной 
матер1альной точк'Ь, будетъ нуль, то так1я силы называются взаимно 
у р авнов Ьшивающимися. Следовательно, взаимно уравнов'Ьши- 
вающ1яся силы не производятъ всЬ вмЬст'Ь никакого измЬнен1я дви- 
жен1я или покоя матер1альной точки. Если на массу, находящуюся 
подъ дМств1емъ взаимно уравнов-Ьшивающихся силъ, подЬйствуетъ 
новая сила, то д'Ьйств1е этой посл'1^дней будетъ таково, какъ будто 
упомянутыя прежде силы вовсе не существовали. 

Очевидно также, что импульсы силы, измеряясь произведе- 
Н1емъ изъ массы и сообщенной импульсомъ прибавочной скорости, сла- 
гаются геометрически также, какъ скорости, ускорен1я и силы; т. е. 
если ЛВ и ЛС (рис. 44) представляютъ, по величин1Ь и направлен1ю, 
два импульса, то ЛВ представить результирующ1Й импульсъ. 

Н^^которые авторы д'Ьлаютъ различ1е между пойят1ями, лежа- 
щими въ основан1и сложешя скоростей и ускорен1Й, съ одной сто- 
роны, — и сложен1я импульсовъ и силъ, съ другой стороны. Сложение 
скоростей и ускорен1Й основано на свойствахъ проектируемой лиши 
и ея проэкц1й; правило сложен1я есть сл'Ьдств1е опредЬлен1я слага- 
ющихъ. Сложеше-же силъ и импульсовъ требуетъ, по мп1Ьн1ю иныхъ, 
еще доказательства сл'Ьдующаго положешя: если две как1я-либо при- 
чины, дМствуя порознь, обусловливаютъ изв1Ьстныя приращешя ско- 
рости или ускорен1я, то т'Ёже причины, дМствуя совм'Ьстно, обусло- 
вятъ результирующ1я скорости или ускорен1я, т. е. геометрическую 
сумму тЬхъ или другихъ. Это положен1е также можетъ быть при- 
нято, какъ акс10ма или какъ опытный законъ. Но д'Ьло въ томъ, 
что вышеприведенное положен1е, строго говорл, не представляетъ 
собою ни акс10мы, ни опытнаго закона, но есть непоср е д ствен- 



*") Это положенте само собою явно сл'Ёдуетъ изъ того, что сила предста- 
вляется по величин'Ь и направлентю прямою (см. § 4). 
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ноесл1Ьдств1е опред'Ьлен1я силы и импульса. ДМстви- 
тельно, такъ какъ сила или импульсъ опред1Ьляются, отвлекаясь отъ . 
массы, только ускорешемъ или приращешемъ скорости, то дМствхе 
двухъ силъ или импульсовъ можно назвать тогда только совмёст- 
нымъ, когда въ результат-Ь получается геометрическая сумма уско- 
рен1Й или импульсовъ. Въ противномъ случать, т. е. когда въ ре- 
зультат'Ь предполагаемаго нами совм'Ьстнаго дЬйств1я двухъ силъ или 
двухъ импульсовъ не получаются результирующ1я ускорен1я и скоро- 
сти, мы говоримъ, что къ д'Ьйств1ю данныхъ силъ прибавляется дМств1е 
новыхъ, и притомъ такъ, что ускорен1я этихъ посл^Ьднихъ, сложен- 
ныя геометрически съ ускорен1ями данныхъ силъ, давали-бы резуль- 
тирующее ускорен1е. Другими словами, исходя изъ принципа неза- 
висимости дМств1я силъ другъ отъ друга и отъ начальныхъ скоро- 
стей (см. начало § 18), мы приходимъ къ определению понят1я о 
совместномъ дМств1и двухъ силъ или импульсовъ, какъ о ДМСТВ1И ихъ 
геометрической суммы. 



§ ^О^ Третт законъ Ньютона: источникъ силы. 

При вс'Ёхъ физическихъ явлен1яхъ, наблюдаемое изм'Ьнен1е дви- 
жешя одного какого нибудь т'Ьла, а сл'Ьдовательно и существоваше 
н'Ькоторой силы, дМствующей на это т^ло, обусловливается присут- 
ств1емъ другаго матер1альнаго тЬла, которое поэтому и разсматри- 
вается, какъ источникъ силы, д'Ьйствующей на первое т'Ьло. На этомъ 
основаши мы, предполагая существован1е ср1лы, какъ внешней при- 
чины изм'Ьнен^я движен1я массы, не ищемъ эту причину вн'Ь доступ- 
наго наблюдешю матер1альнаго М1ра. Если на т'Ьло дМствуетъ сила, 
то мы не можемъ допустить, что она является изъ нев-Ьдомаго, не- 
причастнаго матер1и источника, ибо такое допущен1е ничего намъ не 
объясняло-бы. Напротивъ, мы предполагаемъ, что существован1е силы 
обусловливается такими явлешями (помимо ея дМствхя). который 
могутъ быть нами наблюдаемы, или, согласно съ наблюдешями пред- 
ставляемы. Другими словами, изм'Ьнен1е движения одного т-Ьла мы свя- 
зываемъ съ другими доступными наблюден1ю аналогичными явлен1ями, 
не выходящими однако изъ круга представлен1й о массЬ и движен1и, 
наприм'Ёръ — съ движешемъ другаго т1^ла относительно перваго. 
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Вообразивъ единственную матер1альную точку среди безгранич- 
наго пространства, мы не можемъ себ'Ь представить какую либо силу, 
дМствующую на нее, ибо не можемъ представить и понять движе- 
Н1Я этой точки, а сл'Ьдовательно и изм1^нешя его, не им'Ья дру- 
гихъ точекъ, которыя позволили-бы намъ отм-Ьтить различный поло- 
жен1Я первой. 

Чтобы понять движен1е одной матер1альной точки, намъ необ- 
ходимо представить себ'Ь по крайней мЬр'Ё еще другую матер1альную 
точку, относительно которой движен1е первой могло-бы существовать. 
Вообразивъ только дв'ё матер1альныя точки въ пространств'Ь, мы мо- 
жемъ отм'Ьтить, а сл-Ьдовательно и представить себ'Ь ихъ движенхе 
только по стольку, по скольку изм'Ьняется ихъ взаимное разстоян1е 
(см. § 5). Сл'Ёдовательно, въ данномъ случа'Ь можетъ быть понятна 
только сила, дМствующая на какую либо изъ двухъ точекъ, въ ту 
или другую сторону по лшпи ихъ взаимнаго разстоян1я. Итакъ, если 
мы им'Ьемъ дв'Ё точки ^. и Д и говоримъ, что на точку Л дМ- 
ствуетъ некоторая сила, то это утвержден1е не можетъ имЬть дру- 
гаго смысла, кром1& допущен1я н'Ькотораго ускорен1я точки Л въ ка- 
кую нибудь сторону, вдоль по лин1и ЛВ. Такъ какъ мы не можемъ 
допустить и понять эту силу безъ присутств1я точки Д то и отно- 
симъ ея источникъ къ этой точк-Ь, говоря, что точка В д'Ьйствуетъ 
на точку Л. Но съ другой стороны, если Л получаетъ ускорен1е 
относительно Д то и Д м'Ьняя свое положен1е относительно Л, 
должна получать соотв'Ьтствующее ускорен1е. Отсюда вытекаетъ не- 
обходимость допущен1я, что точка Л въ свою очередь дМствуетъ на 
точку В. Сл-Ьдовательно, представлен1е о сил'Ь, дМствующей на Л и 
зависящей отъ Д влечетъ за собою представлеше о другой сил'Ь, 
дМствующей на Б и зависящей отъ Л. Так1я дв'Ь силы называются 
взаимными, и только так1я силы мы можемъ представить дМ- 
ствующими на дв-Ь точки, находящ1яся въ пространств'^ безъ присут- 
СТВ1Я другихъ матер1альныхъ точекъ. 

Представимъ теперь себ'Ь, что система, состоящая изъ двухъ мате- 
р1альныхъ точекъ, сд'Ьлалась н е и з м 'Ь н н о ю, т. е. сд'Ьлалось невозмож- 
нымъ изм-Ьнеше взаимнаго разстоян1я этихъ точекъ. Въ такоз1ъ случа'Ь 
УСЛ0В1Я существован1я взаимныхъ силъ останутся, ибо будутъ существо- 
вать об'Ь точки А и Д но услов1я проявлен1я д'Ьйств1я об-Ьихъ силъ 
уничтожатся, ибо разстоян1е между ЛшВ останется неизм1Ьннымъ. По- 
этому взаимныя силы въ данномъ случа'Ь, не изм1Ьнившись по величин'Ь 
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и направлен1Ю, должны уравнов1^шивать другъ друга. Но, въ случа'Ь не- 
изм'Ёняемости разстоян1я ЛВ, всякая сила, приложенная къ Л по 
лиши ЛВ, можетъ быть разсматриваема, какъ приложенная къ Д 
ибо всякое перемЬщен1е Л, по ЛВ должно повлечь за собою, всл'Ьд- 
ств1е неизм'Ьнности ЛВ, такое-же перем'Ёщеше точки Б, и въ туже 
сторону. Следовательно, об^Ь взаи1мныя силы могутъ быть разсматри- 
ваемы, при услов1и неизм1Ьнности разстоян1я ЛВ, какъ приложенный 
или къ одной точк1^ Л, или къ одной точк1Ь В. Такъ какъ эти силы 
должны быть въ равнов'Ьс1и, то он'Ь должны быть другъ другу 
равны и пр отив он о л о жны. Если-бы это посл'Ьднее услов1е не 
выполнялось, то двЬ вышеупомянутый силы им1^ли-бы равнодМствую- 
щую отличную отъ нуля, всл1^дств1е чего ея точка приложен1я, а 
сл'Ьдовательно и связанная съ нею неизм^Ьнно другая точка, пришли-бы 
въ движен1е; но это движен1е не могло бы быть сл'Ёдствхемъ взаим- 
ныхъ силъ, такъ какъ ихъ дМств1е устранено по услов1ю неизм-Ьн- 
ност1ю разстоян1я ЛВ\ никакой другой силы, кром'Ь взаимныхъ 
мы *не прецполагаемъ въ данномъ случа1Ь; сл'Ьдовательно, им1^ли-бы 
ускорен1е безъ дМств1я силы, что противор'Ьчило-бы первому закону 
движешя. 

Точно также, въ случа'Ь существован1я третьей точки С, движе- 
н1е двухъ первыхъ, Л и В, безъ изм1^нен1я ихъ взаимнаго разстоя- 
н1я ЛВ, можетъ быть представлено по стольку, по скольку изм1^ня- 
ются ихъ растоян1я ЛС и ВС отъ третьей точки. Разсуждая также, 
какъ прежде, мы прШдемъ къ заключен1ю, что матер1альная точка С 
можетъ д1Ьйствовать на точки Л ж В только по лин1ямъ разстояшй 
ЛС и ВС, и что силы, съ которыми дМствуютъ другъ на друга точ- 
ка С и какая либо изъ точекъ Л и В, равны и противоположны. 
Вообще, сколько-бы ни было матер1альныхъ точекъ, силы, съ которы- 
ми дМствуютъ другъ на друга каждый дв1Ь изъ этихъ точекъ, могутъ 
быть только направлены по лин1и взаимнаго разстоян1я этихъ по- 
сл^днихъ, и должны быть равны другъ другу п противоположны. Это 
заключен1е мы выводимъ изъ того обстоятельства, что д'Ьйств1е двухъ 
точекъ другъ на друга не изм'Ьняется присутств1емъ другихъ мате- 
р1альныхъ точекъ, ибо различный силы дМствуютъ независимо другъ 
отъ друга (см. § 18), и каждая сила сообщаетъ данной массЬ опре- 
д'Ьленное ускореше независимо отъ того, дЬЙствуютъ-ли на эту массу 
еще друг1я силы, или н'Ьтъ. Сл1Ьдовательно, каждыя дв1Ь матер1альныя 
точки будутъ дМствовать другъ на друга въ присутств1и другихъ то- 
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чекъ также, какъ онЬ д^Ьйствовали-бы, будучи попарно изолированы 
въ пространств'Ь; а такое ихъ взаимод1эйств1в нами уже разсмотр^но 
прежде. 

Такимъ образомь мы приходимъ къ сл1Ьдующему заключенгю, из- 
вестному подъ именемъ третьяго зак она движен1я, и формулиро- 
ваннаго Ньютономъ въ сл'Ьдующихъ словахъ: всякому д'Ьйствгю 
всегда есть равное и обратное противодЬйств1е; т. е. 
д'Ьйств1ядвухът'Ьлъ другъ на друга всегда равный 
направлены въ противоположный стороны. Этотъ за- 
конъ, какъ мы видимъ изъ хода разсужден1й, приводящихъ къ нему, 
является распространен1емъ перваго закона движен1я, т.* е. опред'Ь- 
лен1Я силы, какъ вн'Ьшней причины изм1^нен1я движен1я массы. Еа- 
к1я бы силы, наблюдаемый въ природ'Ь, мы ни им'Ьли въ виду, он1^ долж- 
ны сл'Ьдовать закону дМств1я равнаго противодМствхю, ибо иныхъ 
силъ мы не можемъ себ'Ь представить. 

Если мы наблюдаемъ, что одно т^^ло притягиваетъ или оттал- 
киваетъ другое, то мы должны заключить, что и другое т'Ьло притя- 
гиваетъ или отталкиваетъ первое. Если-бы этого сл'Ьдств1я не было, то 
мы не им'Ёли-бы права заключать, что сила, д'Ьйствующая на первое т^&ло, 
состоитъ въ притяжен1и или отталкиван1и его вторымъ тЬломъ. 
Если мы говоримъ, что одно тЬло давить на другое, то это значитъ, 
что другое т'Ьло точно также давитъ на первое. Если палецъ упи- 
раетъ въ ст'Ьну, то и ст'Ьна упираетъ въ палецъ. Если лошадь та- 
щить возъ, то возъ оттягиваетъ лошадь назадъ; об'Ь силы уравнове- 
шиваются, ибо н'Ьтъ относительнаго движен1я воза и лошади; движе- 
Н1е-же воза и лошади происходитъ равном1^рно, какъ сл'Ьдствхе пер- 
воначальнаго импульса. Если одно т'Ьло, ударяясь о другое, приво- 
дитъ его въ движете, то это посл'Ьднее въ свою очередь изм1Ьняетъ 
движен1е перваго т'Ьла. 

Если /*! и /^2 будутъ взаимный силы, съ которыми дв'Ь массы 
т^ и '^2 д'Ьйствуютъ другъ на друга, то очевидно, на основан1и 
третьяго закона: 

Гг + Г2 = 0; (13) 

следовательно, если д^ и д^ ^УДУтъ соотв'Ьтствующ1Я ускорен1Я, то 

У 2 "Н 

Т. е. для каждой пары в з а и м н ы х ъ силъ с о о т в Ь т с т в у- 
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ющ1я ускорен1я обратно пропорц1ональнымассамъ, 
къ которымъ они приложены, и направлены въ проти- 
воположны я стороны. Если сл'Ёдовательно камень, притяги- 
ваясь землею, на нее падаетъ, то и земля въ свою очередь должна 
притягиваться камнемъ и на него падать. Но такъ какъ масса камня 
несравненно меньше массы земли, то ускорен1е этой носл^^дней, при 
ея движен1и къ камню, будетъ несравненно мало передъ ускорен1емъ 
камня. 



' § 2Ь Сохранен1е количества движен1я. 

Представимъ себЬ н1^сколько свободныхъматер1альныхъ точекъ, съ 
массами ш^, т^...т^, движущихся подъ дМств1емъ взаимныхъ силъ. 
Пусть для даннаго момента времени /'х , /^ • • • А будутъ равнодМствую- 
Щ1Я силы, приложенныя соотв-Ьтственно къ упомянутымъ массамъ, и 
составленныя изъ силъ, направленныхъ по разстоян1ямъ каждой массы 
отъ всЬхъ остальныхъ. Если число всЬхъ матер1альныхъ точекъ есть 
п, то каждая изъ упомянутыхъ силъ будетъ составлена изъ п — 1 
составляющихъ. На основаши третьяго закона очевидно, что одна 
изъ составляющихъ силы /"^ будетъ равна и противоположна одной 
изъ составляющихъ силы ^^, другая изъ составляющихъ силы ^^ бу- 
детъ равна и противоположна одной изъ составляющихъ силы/^з^ ^^ 
т. д.; каждая изъ составляющихъ силы (^ будетъ равна и противо- 
положна какой нибудь изъ составляющихъ другихъ силъ; тоже самое 
скажемъ и о вс^Ьхъ составляющихъ любой изъ остальныхъ данныхъ 
силъ. Сл-Ьдовательно геометрическая сумма всМъ силъ /"^ , /*2---/п. 
какъ составленныхъ изъ равныхъ и противоположныхъ слагающихъ, 
должна быть для каждаго момента времени равна нулю; т. е, 

А + /'2+- • 'Л^и^О, (15) 

или, если д^, 92- --9^ будутъ ускорен1я соотв1^тствующихъ мате- 
р1альныхъ точекъ, то 

^1^1 + ^Ь^2 + ^^з5'з+ • • 'Шг,д,, = 0, (16) 

гд'Ь сумма опять берется геометрическая. Такъ какъ по § 4 сумма 
проложен1й силъ Д . . . Д (геом. сумма которыхъ есть нуль) на вся- 
кую прямую будетъ тоже нуль, то обозначая черезъ Х^, Х^.,.Хп, 
1^1 . . . 1^п, ^1 . . . 2^ слагающ1я каждой изъ данныхъ силъ /^ по осямъ 
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Еоординатъ, мы будемъ им'Ьть: 

II ТОЧНО также, обозначая черезъ д^, ду, дг слагающ1я ускорен1я по 
Т'Ьмъ-же осямъ: 

Ъшд^ = о , Ътд^ = О , "^тд^ = О , (16)' 

при чемъ суммы въ (15)' и (16)' берутся очевидно алгебраическ1я. 

Если масса одного изъ т1Ьлъ системы, движущейся подъ д'Ьй- 
€тв1емъ взаимныхъ силъ, будетъ несравненно больше суммы массъ 
остальныхъ т1^лъ той-же системы, то изъ (16) видно, что ускорен1е 
этого т'Ьла будетъ несравненно меньше каждаго изъ ускорен1й дру- 
гихъ тЬлъ. Такой случай мы им-Ьемъ въ солнечной систем1^, гд-Ь 
масса солнца несравненно больше массы вс1эхъ планетъ, взятыхъ 
вм^стЬ; всл'Ьдств1е этого и движен1е солнца отъ совокупнаго дМ- 
€тв1я планетъ настолько мало, что мы безъ большой погрешности 
можемъ разсматривать движен1е солнечной системы подъ д'Ьйств1емъ 
ея взаимныхъ силъ, какъ обращен1я планетъ около неподвижнаго 
солнца. 

Умножая каждый членъ суммы (16) на элементъ времени й1, 
мы получаемъ, обозначая черезъ I операц1ю геометрическаго суммо- 
ван1я: 

1:тдй1=0, (17) 

где сумма берется геометрически. Но для каждой матер1альной точки 
ш величина тдй1 представляетъ приращенте (геометрическое) коли- 
чества движешя въ течешя времени Ш, т. е.: 

тдйЬ = Д (тV) . 

Вследствхе этого (17) принимаетъ видъ: 

11(тгО = 0; (18) 

т. е. геометрическая сумма приращен1й количества 
движен1я системы матер1альныхъ точекъ, находящих- 
ся подъ действ1емъ взаимныхъ силъ, равна нулю для 
каждаго момента времени. 

Следовательно, геометрическая сумма количествъ дви- 
ж е н 1 я для такой системы сохраняется постоянною, 
и мол1етъ быть изменена очевидно только действ1емъ некоторой внеш- 
ней силы. 
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Такимъ образомъ, если для одного момента движен1я скорости то- 
чекъ системы будутъ V^, у^, г;....., а для другаго: 'У^\ у^\ гк'. . . у^, то 




§ 22, Центръ инерц1и. 

Разсмотримъ геометрическое значен1е суммы количествъ дви- 
жен1я. 

Представимъ себЬ н^Ькоторую движущуюся 
точку Л (рис. 45), разстоян1е которой отъ не- 
которой неподвижной точки О пусть будетъ г. 
Когда двилгущаяся точка перейдетъ изъ Л въ 
Л\ то ея новое разстоян1е г' отъ О будетъ 
Р^^^- ^^- очевидно геометрической суммою прежняго раз- 

стоянгя г и пройденнаго пути АЛ\ Сл'Ьдовательно мы можемъ раз- 
сматривать АЛ\ какъ геометр и ч е с к о е и р и р а щ е н 1 е р а з- 
с т о я и 1 я д в и й{ у щ е й с я т о ч к и о т ъ н 'Ь к о т о р о й произволь- 
ной неподвижной точки О. Если скорость движущейся точки 
есть V, а время ея движен1я по АА^ есть сИ, то АА^=V(и. 

Если т будетъ масса движущейся точки, то произведен1е тг 
можно разсматривать, какъ сумму (алгебраическую) разстоян1й каждой 
единицы массы отъ точки О. Въ такомъ случаЬ шусИ представится 
очевидно геометрическимъ приращен1емъ разстоян1й всЬхъ единицъ 
массъ отъ точки О. 

Представимъ себ'Ь теперь н'Ьсколько матер1альныхъ точекъ съ 
массами ш^, т.^ и т. д., на разстоян1яхъ г^, г^ и т. д. отъ иЬкото- 
раго произвольнаго центра О. Проведемъ изъ этого центра лин1и къ 
каждой единиц'Ь массы. Тогда число такихъ лин1й будетъ т^-^-т^-т- . . . Шп , 
а ихъ геометрическая сумма будетъ очевидно равна геометрической сумм1^ 
ЛИН1Й, длины которыхъ будутъ ш^}\, ш.^9\ ... и т. д., въ направлен1яхъ 
разстоян1й 'Г\ , '^2- • - ^^ т. д. Если V^ будетъ скорость массы т^ для дан- 
наго момента времени, то въ течен1и элемента времени с/^, сл'Ьдующаго 
за упомянутымъ моментомъ времени, масса ш-^ перем1^стится на ь\си въ 
направлен1и скорости V^ , и ея разстоян1е }\ отъ О прирастетъ геометри- 
чески на V^с^^. Сумма разстоян1й отъ точки О вс^ёхъ массовыхъ единицъ, 
заключающихся въ шмс'^т^, т. е. т^ — краткое разстояи^ег^, или ш^г^. 
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прнраСтетъ въ это время геометрически на ш^г\д1. Следовательно, гео- 
метрическая сумма вс1Ьхъ т — кратныхъ разстоян1Й соотв'Ьтствующихъ 
массчэ отъ О, или геометрическая сумма разстоян1й отъ ОвсЬхъ массо- 
выхъ единицъ, возрастетъ геометрически на {т^V^'^ш.^V^^, . . ш^)^) М . 
Если лин1н ОА и ОВ (рис. 46) представятъ геометрическ1я суммы 
^ разстоян1й отъ О массовыхъ единицъ данной систе- 
^ \ мы, въ начал1^ и конц'Ь элемента времени Ш, то АБ 
Х" \ представитъ геометрическую сумму ЪпгчИ. Отсюда за- 

./1 ^ АВ 

о ^ ключаемъ, что-^, т. е. геоме трич е екая сум- 

Р'гс 46 

м а ЪпV к о л и ч е с т в ъ д в и ж е н 1 я м а т е р 1 а л ь- 
ыыхъ точекъ да нн о й сие те мы, выражаетъ по величин1^ 
и н а п р а в л е н 1 ю скорость д в и ж е н 1 я конца р а д 1 у с а век- 
тора, представляющаго, для каждаго момента времени, 
геометрическую сумму р а з с т о я н 1 и массовыхъ е д и- 
н и ц ъ с и с т е м ы отъ точки О. 

Если матер1альныя точки системы находятся только подъ д'Ьй- 
€тв1емъ Бзаимныхъ силъ, то Ъуьу остается неизм1Ьнною; следова- 
тельно упомянутая выше скорость постоянна по величине и по на- 
правлен1ю, и движеьпе конца рад1уса вектора есть прямолинейное и 

равномерное. Поэтому, если лпн1и ОА, ОВ, 

ОС, . . (рис. 47) будутъ представлять гео- 

метрическ1я суммы разстоян1й массовыхъ 

единицъ отъ О, взятыя черезъ некоторые 

Рис. 47. равные промежутки времени, то концы А, 

В, С, 1> . . . этихъ лпн1й будутъ лежать па одной и той-же прямой 

АВ, и разделятъ ее на. равный части. 

Пусть г^ будетъ разстояше (рис. 48) ма- 
тер1альной точки т^ отъ н*котораго неподвиж- 
наго центра О и 7\' — разстояше той-же точки 
отъ другаго центра О'. Тогда очевидно 

где сумма берется геометрически, и следова- 
тельно 





Рис. 48. 



т. е. очевидно, если 

О А = ш^г^ 



ОА'^-т^г^, ОВ^т^ОЮ, 
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ТО 

БА^ = ш,г, = О А . 
написавъ такимъ ооразомъ рядъ равенствъ: 



для вс1^хъ точекъ систезш, и сложивъ ихъ геометрически находимъ 

1шг' =0Ю 2т 4- Ъпг , (20) 

гд^Ь суммы берутся геометрически отъ всЬхъ величинъ, разнящихся 

другъ отъ друга по направлен1ямъ. Выра- 
жен1е (20) даетъ намъ средство, зная гео- 
метрическую сумму разстоян1й массовыхъ 
едипицъ отъ одной точки О, построить сум- 
му подобныхъ-же разстоян1й отъ другой 
точки О'. Д'Ёйствительно, пусть лишя ОЛ 
(рис. 49) представляетъ Гтг, и пусть 0^ 
будетъ н'Ькоторая неподвижная точка. От- 
' кладываемъ въ направленхи О' О длину ОВ, 
равную ООЪт, и изъ В проводимъ А\шт 

ВА\ параллельную и равную О А. Тогда очевидно: 

О^А^=О^Б^БА\ 
и следовательно 

Изъ подоб1я треугольникоБъ о ОС и ОБА мы видимъ, что 




Рис. 49. 





0<Б 
О'О' 


ол 0'.!' 

ОС О'С ' 


ко (),^ = 1т; 




следовательно: 










ОА 


О'Л' 
ОС 


= Ет, и 0С-- 


= V"^ 0^С = 


1'шг' 


ОС 


■ 5:т ' 



(21) 



т. е. об'Ь лиши, ОА и 0'А\ д'Ьлятся въ точк'Ь С въ одинаковомъ 
отношен1и Ъп : 1 , которое не зависитъ ни отъ длины, ни отъ поло- 
жен1я об'Ьихъ лин1й. Сл'Ьдовательно, всякая третья лин1я 0"^", пред- 
ставляющая геометрическую сумму разстоян1Й массовыхъ едипицъ отъ 
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третьей точки 0'\ пройдетъ тоже черезъ точку С, ибо эта лин1Я 
должна разд'Ьлить обЬ лин1и, О'Л' и ОА, и сама разд1^литься опять въ 
томъ-же отношен1и 2^:1 *). 

Итакъ, всЁлинхи, представляющ1я въ данный мо- 
мент ъ времени геометр и ческ1я сум мы разстоян1й мас- 
сой ыхъ единицъ системы отъ различныхъ неподвиж- 
ныхъ то чек ъ, проходятъ черезъ одну точку, кото, 
рая называется иеншромъ гтерцш данной системы. Или, 
изъ (21): центръ инерц1и есть такая точка, разстоянхе 
которой отъ н'Ькоторой неподвижной точки есть гео- 
метрически взятое среднее изъ всЬхъ 
разстоян1й отъ той -же точки вс^Ьхъ 
массовыхъ единицъ системы. 

Если ОА и О А будутъ (рис. 50] геоме- 
трическая суммы упомянутыхъ разстоян1й отъ 
точекъ О и О', для даннаго момента времени, а 
ОВ и О'Б'— подобныя-же суммы, черезъ проме- 
жутокъ времени (11, то С и С будутъ положе- 
1ПЯ центра инерщи системы для начала и конца времени с11, Кром^Ё 
того, такъ какъ 




Рис. 50. 



ОА 

ос'' 



то 



ОА^_0^_(УВ[ 

О^С " 0О~'~0^С^~ 

А^В = ЛВ = 1шV(^^.^ 



11т 



СС^ = - 



(22) 



Ит 



т. е. центръ инерц1и системы перемещается со скор о- 
рост]10, равною средней скорости вс^хъ ея массо- 
выхъ единицъ. Кром'Ё того: если система находится толь- 
ко подъ д1Ьйств1емъ взаимныхъ силъ, то ея центръ 
инерц1и остается въ поко'Ь или движется равномерно. 
Если мы обозначимъ черезъ V скорость центра инерц1и, то 
по (22) будемъ им^ть: 

У=-,=г—: или V1:т = 1шV: (23) 

2^т 



*) При этомъ очевидно на рисунк*: 



ВЛ" = О' Л' 



ЕА^' 



ОА. 
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Т. е. количество д в и ж е н 1 я всей с и с т е м ы равно кол и- 
че ству движ ен1я ц ентр а инерцхи, въ которомъ пред- 
полагается сосредоточенною вся масса системы. 

Выше мы вид'Ьлн, что положен1е центра инерц1и не зависить 
отъ положен1я точки О, отъ которой мы откладываемъ среднее раз- 
стоян1е массовыхъ единицъ системы, т. е. что упомянутое разстоя- 
н1е, отложенное отъ любой точки О, приводить всегда къ одному и 
тому-лге центру С. Отсюда видно, что п о л о ж е н 1 е ц е н т р а и н е р- 
ц 1 и обусловливается только р а с п р е д 1^ л е н 1 е м ъ м а т е- 
р1альныхъ точек ъ системы. Разсмотримъ эту зависимость. 

Пусть а и Ъ (рис. 51) будутъ 
матер1альныя точки, съ массами т^ и 
ш^. Откладывая отъ какой нибудь 
точки о длины 

о А = ш^ . Оа п ОВ =-- т^ . ОЬ 

и складывая геометрически лин1и ОА 
и ОВ, мы получаемъ въ результат!^ 
лин1ю ОВ, представляющую геометри- 
ческую сумму разстоян1й массовыхъ 
единицъ, содержащихся въ т^+т^, отъ точки О. Проводя лин1и 
АЕ и ВР параллельно аЬ, мы находимъ, что АЕ=ВР, и кром1Ь того: 
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Рис. 51. 



аС 
АЁ'' 



Оа 



ОА 



1 



ЪС 



ОЬ 
ОБ 



1 

т., 



откуда 



аС -.ЬС = т^:771^ п аС .т^ = ЬС .т.^-^ 

т. е. лин1я ОВ дЬлитъ въ точк* С разстоян1е аЬ на части, обратно 
пропорц10нальныя прилегающимъ къ нимъ массамъ. ЗатЬмъ: 

ОЕ = 771, ОС и ОГ^ 771,0 С; 



откуда: 



но очевидно: 



следовательно: 



ОЕ +01" =^00(7711 + 771,); 

ОЕ+ОР=ОВ; 



ОС 



ОВ 



7П, 



т.. 
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т. е. точка С есть центръ ииерц1и массъ т^ и ш^. Итакъ, центръ 
и н е р ц 1 и д в у X ъ м а т е р 1 а л ь н ы X ъ т о ч е к ъ л е ж и т ъ на л и- 
н1и, соединяющей об'Ь точки, которую онъ д'Ьлитъ 
вн утре НПО на части, обратно пропорц10нальныя при- 
лег а ю щ и м ъ м а с с а м ъ. 

Если кром'Ь двухъ точекъ а и Ъ у насъ есть еще третья матер1аль" 
ная точка ш^, то для нахожден1я центра инерц1п трехъ точекъ мы 
должны прежде всего сложить геометрически 7щ — краткое разстоян1е 
третьей точки отъ О съ линхей ОД Но такъ какъ ОВ = (ш^ + ^ь) ОС, 
то очевидно, что нахожден1е центра инерц1и трехъ массъ т^, ш,^ и 
Шз сводится къ опредЬлен1Ю центра инерц1и двухъ массъ: съ одной 
стороны — массы т^, а съ другой — массы {т^-^-ш^), поморщенной въ 
точк^Ь С, т. е. въ центр1Ь инерц1и об1Ьихъ массъ оп^ и ш^. Такимъ 
образомъ, зная центръ инерц1и С числа п матерхальныхъ точекъ, мы 
найдемъ центръ инерц1и п + 1 матер1альныхъ точекъ, вообразивъ 
въ С всю массу п точекъ, проводя разстоян1е отъ С до ш^.^!, и 
разд^^ливъ его внутренно въ обратномъ отношен1и къ массамъ, 
пом1Ьщеннымъ въ С и въ Шп^-х- Следовательно вообще: общ1й 
центръ и н е р ц 1 и н Ь с к о л ь к и х ъ г р у п п ъ м а т е р 1 а л ь н ы х ъ 
точекъ е с т ь в ъ т о ж е время центръ и н е р ц 1 и м а с с о- 
выхъ к о л иче ствъ каждой изъ данныхъ группъ, раз- 
м1^эщенныхъ соотв1Ьтственно въ центрахъ инерц1и 
этихъ по с л 1Ь днихъ. 

Т-Ьже самыя заключен1я сл1>дуютъ непосредственно и изъ форм. 
(21), дающей общее опред^^ленье центра инерц1и. Именно, выбирая 
точку О въ центр-Ь инерц1И, мы будемъ имЬть въ (21): ОС:=0\ а 
сл^^довательно для центра инерц1п 

1тг = 0. (24) 

Въ случа'Ь двухъ точекъ а и Ь (рис. 52), центръ инерц1и которыхъ 
предположимъ ёъ С, будемъ имЬть: 

т^Са ^ ш^СЪ = О ^ 

гдЬ сумма берется геометрически. Сл^Ьдовательно Д1агоиаль параллело- 
"^ грамзш, построеннаго, какъ на сторонахъ, на ли- 
Н1яхъ Са и СЬ, удлиненныхъ соотв'Ьтственно 
въ 7п^ и Шз разъ, долженъ быть равенъ нулю. 
Это возможно только тогда, когда об'Ь лин1и составляютъ одну пря- 
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мую; тогда С лежитъ на прямой между а и Ъ, и дЬлитъ ее въ об- 
ратномъ отношен1и къ прилегающимъ массамъ. Кром'Ь того, разбивая 
систему точекъ на несколько различныхъ группъ числомъ к, мы мо- 
жемъ выражен1е 

ОС^т = Тшг 

написать въ такомъ вид^Ь: 

ОСЪш ~ Х^тг 4- Хг^}пг 4^ . . . 1^тг , 

гдЬ суммы 1\, 12^.. 1к берутся геометрически, по разстоян1Ямъ мас- 
совыхъ единицъ каждой отдельной группы, и потомъ снова склады- 
ваются геометрически. Зат1^мъ очевидно, можно написать: 

^ \т ' ^ 1^.^ш 1],т (25) 

гд'Ё ^т = Х^ш + 11^т 4- • . . ^^п , 

или, обозначая черезъ ОС^, ОС^. . . ОС^, по величин1^ и направле- 
Н110, разстоян1я центровъ инерц1и каждой группы отъ О: 

ОС . Ъп = ОС^:,ш ^ ОСУ..,т 4- . . . ОС^:^т • (26) 

откуда видно, что С есть центръ инерцхи массъ 1^^т, '^.^т, . . .Ъ^ш, 
пом'Ьщенныхъ соотв1Ьтственно въ точкахъ О^, Сз . . . Ск . 

Если даны прямоугольныя координаты х^, у^, -г^, х^, у^, ^2--- 
^п, Уп, ^п матер1альныхъ точекъ, то координаты х, у, ^ ихъ центра 
инерцш найдутся сл'Ьдующимъ образомъ. Разстоян1е г^ каждой точки 
отъ начала координатъ О разложимъ на три составляющ1я по осямъ 
координатъ, которыя будутъ очевидно: х^, у-^, 2^. Зат'Ьмъ очевидно, 
что алгебраическ1я суммы 

Ътх , Ъту , Ъш^ 

будутъ представлять три составляющ1я по осямъ координатъ геоме- 
трической суммы разстоян1й массовыхъ единицъ системы отъ начала 
координатъ. Но съ другой стороны, составляющ1я той-же суммы г2ш 
(гд-Ь г есть разстоян1е ц. и. отъ начала коорд.) будутъ 

ибо X, у, ^ суть составляющ1я разстояшя г. Сл'Ьдовательно: 
— Итх — 2]т«/ — __ 2ш^ 

^""е^' ^""1:^' ^-"ъ^' ^"^'^ 
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Эти посл'Ьдшя выражешя показываютъ, что разстоянхя центра пнер- 
ц1и отъ плоскостей координатъ равняются среднимь разстояшямъ 
отъ т'Ёхъ-же плоскостей массовыхъ единицъ системы. Такъ какъ пло- 
скости координатъ могутъ быть выбраны произвольно, то сл'Ьдова- 
тельно: р а з с т о я и 1 е ц е н т р а и н е р ц 1 и о т ъ л ю б о й плоско- 
сти равно среднему разстоян1ю отъ то й-ж е плоскости 
массовыхъ един и ц ъ систем ы. 



§ 23^ Моментъ силъ, скоростей, ускорен1й и т. п.. 

Выведенные въ предыдущихъ параграфахъ законы сохранешя 
количества движен1я и неизм'Ёняемости движен1я центра инерц1и осно- 
ваны на томъ свойств!» взаимныхъ силъ, что эти посл^Ьдн1Я могутъ 
быть разбиты на так1я составляющ1я, приложенныя къ различнымъ 
точкамъ системы, который попарно равны другъ другу и противо- 
положны. Но кром'Ь того, упомянутыя выше составляющ1я направлены 
попарно по одной и той-же прямой лин1и (разстояшю между каж- 
дой парой матер1альныхъ точекъ). Это поел Ьднее свойство взаимныхъ 
силъ влечетъ за собою слЬдующее геометрическое услов1е: разстоя- 
Н1е какой нибудь произвольно выбранной точки отъ лин1и, предста- 
вляющей одну изъ составляющихъ взаимныхъ силъ, будетъ также 
разстояшемъ той-же точки еще и отъ другой составляющей; т. е. 
составляющ1я взаимныхъ силъ попарно будутъ на одномъ и томъ- 
же разстоян1и (по величин'Ь и направлен1ю) отъ произвольно вы- 
бранной точки. Такъ какъ съ другой стороны, тЬже составляющ1Я 
равны и противоположны, то произведен1я изъ составляющихъ и ихъ 
разстоян1Й отъ произвольной точки будутъ тоже попарно равны и 
противоположны по знаку. Упомянутое произведен1е изъ силы и ея 
разстоянгя отъ н1^которой точки называется моментомъ силы 
около данной точки. Въ случае взаимныхъ силъ ихъ моменты следо- 
вательно попарно равны и противоположны. Чтобы им^ть возмож- 
ность вывести изъ этого обстоятельства дальн'Ёйш1я свойства дви- 
жен1я системы, подъ д'Ёйств1емъ взаимныхъ силъ, разсмотримъ Н'Ь- 
которыя общ1я геометрическ1я свойства моментовъ. 

Всякое количество, представляемое по величин'Ь и нанравлешю 
прямою лин1ею, будемъ называть векторомъ. Къ такимъ количе- 
ствамъ откосятся: перем'Ьщен1я, скорость, ускорен1е, количество дви- 
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Рис. 53. 



жен1я, сила и т. п. Въ такомъ случа!^ моментомъ даннаго век- 
тора будетъ вообще называться произведеи1е изъ вектора и его 
разстоян1я отъ н1^котороп точки. Такимъ образомъ мы будемъ им'Ьть 
моменты скорости, ускорен1я, количества движен1я, силы и т. п. 
Пусть ЛВ будетъ данный векторчз (рис. 53), представляюндй одно 
изъ выше иеречисленныхъ количествъ, и ОС — его 
разстоян1е отъ точки О. Тогда моментъ этого век- 
тора будетъ ОС.ЛВ, и представитъ очевидно 
удвоенную площадь треугольника ОЛВ, построен- 
наго между концами вектора ЛВ и точкою О. Пер- 
пендикуляръ, проведенный ^^ерезъ точку О къ пло- 
скости треугольника ОЛВ, называется осью даннаго момента. Поло- 
жительное направлен1е оси даннаго момента будетъ то, смотря вдоль 
по которому отъ точки О, наблюдатель видитъ векторъ ЛВ напра- 
вленнымъ по стрЬлкЁ часовъ. На приложенномъ рисунк'Ь ось момен- 
та будетъ очевидно направлена за плоскость рисунка, перпендику- 
лярно къ этой посл'Ьдней. Направлен1е оси момента считается за напра- 
влен1е момента. Величина момента откладывается вдоль по его оси. 
Такимъ образомъ лин1я, направленная выше объясненнымъ снособомъ 
перпендикулярно къ плоскости момента, выражаетъ этотъ послЬдн1Й 
по величин1Ь и направлен1Ю. 

Такъ какъ моментъ представляется произведенгемъ изъ двухъ 
факторовъ, то очевидно, онъ можетъ сохранять одну и туже вели- 
чину при соотв1^тственныхъ изм^Ьнен1яхъ обоихъ его факторовъ. Сл^Ь- 
довательно, различные векторы, приложенные къ различнымъ точкамъ 
системы на различныхъ разстоян1яхъ отъ данной оси, могутъ им'Ьть 

одинъ и тотъ же моментъ, представляе- 
мый одною и тою же лишею (векторов1ъ), 
отложенною вышеуномянутымъ снособомъ 
вдоль но оси момента. Такъ наприм'Ьръ, 
векторы Д, /^2^ Д и т. д., приложенные 
къ точкамъ, лежащимъ на одной и той 
же окружности, плоскость которой пер- 
пендикулярна къ данной оси ОМ (рис. 
54), будутъ им^^ть одинъ и тотъ-же мо- 
ментъ около точки О. При этомъ, если 
величина векторовъ остается одна и 




Рис. 54. 
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таже, то направлен1е ихъ должно идти по касательной къ окруж- 
ности: если величина векторовъ не остается одна и таже, то ихъ 
направлен1е, отъ какой нибудь точки Ь на окружности должно быть 
выбрано такъ, чтобы концы векторовъ ^^, /^^ и т. п., проведенныхъ 
шъ Ъ, находились на прямой /2' /2 /г"^ проведенной черезъ ко- 
нецъ /\, , параллельно лиши ОЬ *). Векторы, приложенные вышеопи- 
санными способами къ точкамъ окружностей одного и того же рад1уса, 
описанныхъ около оси ОМ въ различныхъ плоскостяхъ, перпендику- 
лярныхъ къ этой посл'Ёдней, будутъ им^ть одинъ и тотъ же моментъ 
около оси ОМ. Точно также будутъ обладать одинаковымъ моментомъ 
около оси ОМ векторы, приложенные вышеописанными способами 
по касательнымъ въ точкахъ окружностей разныхъ рад1усовъ, опи- 
санныхъ около данной оси ОМ, въ различныхъ плоскостяхъ, пер- 
нендикулярныхъ къ этой посл'Ёдней, при чемъ длина векторовъ 
должна ИЗМЕНЯТЬСЯ обратно пропорщонально рад1усамъ упомянутыхъ 
окружностей. И т. п. 

Изъ предъидущаго очевидно также, что одинъ и тотъ-л^е моментъ, 
обусловливаемый различными векторами, обусловливаетъ вообще раз- 
личный неремЁщешя точекъ системы. Только въ частномъ случае 
неизменяемой системы, какъ мы увидимъ дад'Ье, различные векторы 
одного и того же момента соотв'Ьтствуютъ однимъ и т-Ьмъ же пере- 
м1щен1ямъ системы. 



Изъ предъидущаго мы видимъ, что всяк1е векторы, отложенные 
какъ-либо отъ даннаго начала, могутъ представлять моменты около 
того же начала нЁкоторыхъ другихъ векторовъ, причемъ плоскости 
моментовъ будутъ перпендикулярны къ направлен1ямъ даниыхъ векто- 
ровъ. При этомъ очевидно также, что геометрическая сумма данныхъ 
моментовъ, представленпыхъ лин1ями, будетъ представлять тоже мо- 
ментъ н'Ькотораго вектора, лежащаго въ плоскости, перпендикулярной 
къ лин1и, представляющей упомянутую сумму. Найдемъ соотношешя 
между векторами данныхъ моментовъ и векторами геометрической 
суммы этихъ ПОСЛ'ЁДНИХЪ. 



*) Тогда площади треугольниковъ о&/1', оЪ(г\ оЬ(г"^ пропорщональныя еоотв'Ьт- 
стыеннымъ моыентамъ, будутъ очевидно равны между собою. 



126 



Глава II. Принципы Динамики. 



§ 23 




А^. 



Рис. 55. 



Пусть ЛИШИ ОЪ и Ос (рис. 55) представляютъ моменты около 
начала О двухъ векторовъ АВ и АС, не лежащихъ въ плоскости ри- 
сунка и приложенныхъ къ одной и той же точк1^ А. Тогда лин1и ОЪ и Ос 

перпендикулярны къ площадямъ ОАВ 
и ОАО, и по своей длпн'Ь равны их^ 
удвоенной величин'Ь, т. е. содержать 
столько единицъ длины, сколько упо- 
мяну тыя двойныя площадп — единицъ 
площадей. Ером^Ь того, если АЪ бу- 
детъ геометрическая сумма АВ и АС, 
то удвоенная площадь ОАТ) выразитъ 
моментъ этой суммы. Черезъ конецъ 
векторовъ Д С, I) проведемъ прямыя 
параллельно лишп ОА, и пересЬчемъ 
ихъ перпендикулярною къ нимъ плос- 
кост1ю, проходящею черезъ точку А. 
Тогда очевидно, моменты векторовъ АВ и АВ\ АС и АС, АВ и АВ^ 
около О будутъ попарно равны, ибо они выразятся соотв'Ьтственно 
равновеликими удвоенными площадями: ОАВ и ОАВ\ ОАС и ОАС 
и т. д. Кром^ того, АВ^ будетъ, очевидно, геометрическою суммою 
отъ АВ^ и АС, т. е. д1агональю параллелограмма, построеннаго на 
этихъ векторахъ. Такимъ образомъ мы будемъ пмЬть: 

ОЪ=ОА,АВ , Ос = ОА,АС^ . 

Лин1я Ос1, представляющая геометрическую сумму ОЪ -\- Ос, будетъ, 

очевидно, перпендикулярна къ плоскости ОАВ'; а такъ какъ изъ 

подоб1я треугольниковъ 0Ъ(1 съ АВ'В^ и ОсЛ съ АС В' слЗДетъ, что 

ЛВ^ _ЛБ' _АС' _ 1 

'01~"0Ь~^ ОС^ОА ' гщ 

то 

оа = ол,АВ\ 

т. е. представляетъ моментъ вектора АВ' или, что все равно, век- 
тора АВ. Итакъ: 

Геометрическая сумма моментовъ двухъ векто- 
ровъ, приложенныхъ къ одной точк1Ь, представляетъ, 
около всякаго начала, моментъ геометрической сум- 
мы данныхъ векторовъ. А сл'Ьдовательно вообще, геометри- 
ческая сумма моментовъ какого угодно числа векторовъ, приложен- 
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ныхъ къ одной точк'Ь, представляетъ моментъ геометрической суммы 
этпхъ вектороБъ. 

Если начало О лежитъ въ плоскости данныхъ векторовъ, то 
сумма моментовъ обращается очевидно въ алгебраическую сумму пло- 
щадей, и моменты откладываются по одному и тому же перпендикуляру. 

Изъ предъидущаго очевидно также, что проложеше момента, 
косоугольное или прямоугольное, на плоскость, проходящую черезъ 
начало, представить моментъ проложен1Я на туже плоскость даинаго 
вектора. Проложенхе момента на плоскость, не проходящую черезъ 
начало, представитъ моментъ проложешя даннаго вектора на туже 
плоскость, считаемый около оси, проходящей черезъ начало и перпен- 
дикулярной къ плоскости проложен1я. 

Такъ какъ одинъ и тотъ же моментъ можетъ быть обусловленъ 
различными векторами, то вообще н-Ьсколько моментовъ, отложенныхъ 
отъ одного начала, не всегда соотв'Ьтствуютъ векторамъ, приложен- 
нымъ къ одной и той же точк1Ь, хотя так1е векторы для данныхъ 
моментовъ и могутъ быть подъисканы. Сл-Ьдовательно, моментъ гео- 
метрической суммы векторовъ, приложенныхъ къ одной точк'Ё, 
всегда будетъ геометрическою суммою моментовъ данныхъ векто- 
ровъ, но не наоборотъ. 



Разсмотримъ теперь значен1е геометрической суммы моментовъ 
для того случая, когда соотв-Ьтствующте векторы приложены къ раз- 
лпчнымъ точкамъ. 

Прежде всего найдемъ по данному моменту, около одного начала, 
выражен1е момента около другаго начала. Пусть двойная площадь 
треугольника ОАВ (рис. 56) представляетъ моментъ вектора ЛВ 
около О, а двойная площадь О^ЛВ — моментъ 
того же вектора около 0\ и пусть вообще оба 
треугольника лежатъ въ разныхъ плоскостяхъ. 
Черезъ О' проведемъ плоскость, перпендикуляр- 
ную къ ЛВ, а черезъ О прямую, параллельную 
АВ\ точку С пересЬчешя этой лин1и съ упо- 
мянутой плоскост1ю соединимъ съ О' и съ В 
(точкой перес1Ьчен1я плоскости и ЛВ). Тогда 
Рис. 56. очевидно, О'В и СВ будутъ перпендикулярны 
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къ ЛВ, а ОС — къ ОС. Такъ какъ ОВ является геометрическою 
суммою ОС и СВ, то мы можемъ писать: 

АВ,Ш) = АВ [О^С^СВ), (29) 

ГДЕ сумма берется геометрически. Но ЛВ.О^С представляетъ мо- 
ментъ, относительно начала 0\ вектора ЛВ , перенесеннаго парал- 
лельно самому себЬ въ точку О; а ЛВ.СВ равно моменту вектора 
ЛВ около начала О. Легко видЬть также, что правая часть выраже- 
н1я (29) представляетъ геометрическую сумму упомянутыхъ моментовъ. 
СлЬдовательно, моментъ дан наго вектора, около новаго 
начала, равенъ геометрической суммЬ изъ момента 
т ого же в ектора, около стараго начала, и момента, 
около новаго начала, даннаго вектора, перенесен- 
наго параллельно самому с е б 'Ь в ъ старое начало. 

Обозначимъ черезъ Ж' геометрическую сумму моментовъ, около 
Н'Ькотораго начала, для векторовъ, приложенныхъ различными обра- 
зами, къ различиымъ точкамъ, — черезъ Ж— геометрическую сумму 
т1Ьхъ же векторовъ, около новаго начала, а черезъ ЗЯ — моментъ век- 
торовъ, неренесенныхъ параллельно самимъ себ]^ въ старое начало, 
и взятый около новаго начала. Тогда по предъидущему 

М=М^^Ш^ (30) 

ГДЕ сумма берется геометрически. 

Изъ этого посл'Ьдняго выражен1я мы видимъ, что геометр и- 
ч е с к а я с у м й1 а моментовъ векторовъ, приложенныхъ 
к ъ различиымъ точкамъ, представляетъ моментъ гео- 
метрической суммы в с 'Ь X ъ векторовъ, неренесен- 
ныхъ параллельно самимъ себ1з въ н^Ь которую точку, 
сложенный геометрически с ъ н 'ё к о т о р ы м ъ о п р е д ^Ь л е н- 
н ы м ъ м о м е н т о м ъ , н е з а в и с я щ и м ъ о т ъ п о л о ж е н 1 я но- 
ваго начала. 

Изъ (30) легко вид1^ть, что моментъ около начала О 
векторовъ, приложенныхъ къ точк^]^ 0\ равенъ и про- 
т и в о и о л о 1к е н ъ моменту около начала О' т Ь х ъ - ж е век- 
торовъ, неренесенныхъ въ точку О. Д'Ьйствительно, опре- 
деляя моментъ М' какихъ нибудь векторовъ около 0\ по ихъ мо- 
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менту М около О, мы им']^емъ: 

гд'Ё ЭЛо есть моментъ всЁхъ векторовъ, перенесенныхъ въ точку О. 
Но по (30): 

Сл'Ьдовательно : 

— Ж==.5Ш^. 

Точку, куда переносятся всЬ векторы, мы можемъ выбирать со- 
вершенно произвольно; съ перем-Ьной положен1я этой точки будетъ 
очевидно м-Ьняться и величина добавочнаго момента. Мы можемъ 
выбрать упойшнутую точку такъ, чтобы величина добавочнаго момента 
Ж' была наименьшею или, если возможно, равнялась бы нулю. Въ 
этомъ посл-Ьднемъ прост-Ьйшемъ случа'Ь, съ котораго мы начнемъ, 
геометрическая сумма моментовъ можетъ быть очевидно равна мо- 
менту геометрической суммы векторовъ, перенесенныхъ въ одну 
точку. 

Бриложимъ предъидущее разсужден1е къ частному случаю двухъ 
параллельныхъ векторовъ. Сумма моментовъ двухъ такихъ векторовъ 
очевидно тогда равна нулю, когда эти моменты равны другъ другу 
и противуположны; а такъ какъ моментъ представляется лин1ей, 
перпендикулярной къ плоскости, проходящей черезъ начало и векторъ, 
то очевидно, что точка нулеваго момента должна лежать въ 
одной плоскости съ обоими векторами. Если параллельные векторы 
направлены въ одну сторону, то моменты ихъ будутъ противоположны 
около начала, расположеннаго между векторами; сл-Ьдовательно между 
векторами должно находиться начало нулеваго момента. Обозначая 
черезъ Л Е В величины упомянутыхъ векторовъ, а черезъ а и Ь — 
ихъ разстоянхя отъ начала нулеваго момента, мы будемъ им'Ьть 
услов1е: 

Л.а^Б.Ъ, (31) 

откуда видимъ, что геометрическая сумма моментовъ, около всякаго 
начала, отъ двухъ параллельныхъ векторовъ, направленныхъ въ одну 
сторону, равна моменту вектора, равнаго ариометической сумм-Ь дан- 
ныхъ векторовъ, приложеннаго къ точк'Ь, находящейся въ плоскости 
обоихъ векторовъ, между ними и на разстоян1яхъ отъ нихъ, обратно 
пропор1цональныхъ величинамъ данныхъ векторовъ. Такой векторъ, 

9 
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въ отношен1и къ моменту, можетъ быть названъ результирующимъ 
векторомъ. Этотъ посл'Ьднш остается одинъ и тотъ же для дан- 
ныхъ векторовъ, около какого начала ни былъ бы взятъ моментъ. 

Точно такими же разсужден1ями найдемъ, что результирующ1й 
векторъ двухъ параллельныхъ векторовъ, направленныхъ въ разныа 
стороны, равенъ ихъ ариометической разности, лежитъ въ ихъ 
плоскости, по одной сторон'Ё отъ обоихъ составляющнхъ, ближе 
къ большему вектору, на разстоян1яхъ отъ обоихъ векторовъ, обратно 
пропорц1ональныхъ ихъ величинамъ. 

Сравнивая этотъ результатъ съ выводами § 13, мы заключаемъ, 
что результирующ1Й векторъ параллельныхъ векто- 
ровъ находится, какъ результирующая ось вращен1я 
для параллельныхъ осей. 

Изъ предъидущаго очевидно, что два равные и противоположные 
вектора, приложенные къ различнымъ точкамъ, не имЬютъ себ1^ 
результирующаго вектора; т. е. нельзя найти такой векторъ, мо- 
ментъ котораго около произвольнаго начала былъ бы равенъ гео- 
метрической сумм^Ь моментовъ около того же начала отъ двухъ упо- 
мянутыхъ равныхъ и противоположныхъ векторовъ. Так1е два век- 
тора носятъ назван1е пары. 

Такъ какъ моментъ векторовъ, около новаго начала, равенъ 
моменту около прежняго начала, сложенному съ моментомъ около 
новаго начала т4хъ же векторовъ, перенесенныхъ безъ изм^нен1я 
ихъ величины и направлешя въ старое начало, то очевидно, что мо- 
ментъ пары остается одинъ и тотъ же по величин'Ь и направлен!») 
около всякаго начала (ибо въ выражен1и (30) всегда Ш = 0). 

Такъ какъ моментъ пары, равный геометрической суммЬ момен- 
товъ обоихъ ея векторовъ, остается одинъ и тотъ же для всякаго 
начала, то, выбирая начало въ точк^Ь приложешя одного изъ векто- 
ровъ пары, находиыъ, что этотъ моментъ выражается произведен1емъ 
изъ разстоян1я между векторами пары и одного изъ двухъ равныхъ 
векторовъ; кромЁ того очевидно, этотъ моментъ перпендикуляренъ 
къ плоскости пары, и направленъ въ ту сторону отъ наблюдателя, 
смотря въ которую онъ видитъ векторы идущими по стр'Ьлк^Ь часовъ. 

Моментъ пары около даннаго начала можетъ быть зам^Ьненъ 
моментомъ какого либо одного вектора, лежащаго въ плоскости, па- 
раллельной плоскости пары; но такой векторъ не останется одинъ 
и тотъ же для различныхъ началъ. Наоборотъ очевидно, моментъ 
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даннаго вектора около н^котораго начала можетъ быть зам1^ненъ мо- 
ментомъ пары; но эта пара не будетъ одна и таже для разныхъ 
началъ. 

Геометрическая сумма моментовъ н^^сколькихъ паръ, около вся- 
каго начала, будетъ одна и таже но величине и направлен1ю, ибо 
каждое изъ слагающихъ этой суммы будетъ одно и тоже. Сл'Ьдова- 
тельно, геометрическая сумма моментовъ паръ представляетъ тоже 
моментъ некоторой пары. 

Моментъ пары около даннаго начала не изм'Ьнится ни по вели- 
мин'Ё, ни но направлешю, если точки приложен1я векторовъ будутъ 
перенесены куда либо въ плоскости пары или въ плоскости ей па- 
раллельной, и притомъ такъ, чтобы, съ изм*нен1емъ разстояшя между 
векторами и величины этихъ посл1Ьднихъ, произведен1е изъ разстоя- 
н1я и величины вектора оставалось одно и тоже. 

Очевидно также, что одну пару можно разлагать на несколько 
паръ, лежащихъ въ разныхъ не параллельныхъ плоскостяхъ; при 
этомъ необходимо только, чтобы геометрическая сумма моментовъ, 
слагающихъ паръ была равна моменту данной пары. 

Вообще разложен1е и сложен1е паръ можетъ быть произведено 
НЛП съ П0М0Щ1Ю разложен1я и сложен1я ихъ моментовъ, или съ по- 
мощ1ю разложен1я и сложен1я ихъ векторовъ. То и другое приводитъ 
очевидно къ одинаковому результату. 

Теперь мы можемъ перейти къ непосредственному р'Ьшен1ю по- 
ставленной въ начал^^ общей задачи о значен1и геометрической суммы 
моментовъ (около даннаго начала) отъ векторовъ, приложенныхъ 
различными способами къ различнымъ точкамъ. Выберемъ н'Ёкоторую 
произвольную точку, и приложимъ къ ней векторы, соотвЬтственно 
равные и параллельные даннымъ. Образованную такимъ образомъ 
около упомянутой точки систему векторовъ назовемъ черезъ Л, 
Еъ той же точк'Ё приложимъ другую систему векторовъ Д каждый 
векторъ которой равенъ и противоположенъ соогв1>тствующему век- 
тору системы А, Геометрическая сумма векторовъ системъ Л ж В 
и ихъ моментъ около всякаго начала будутъ очевидно равны нулю. 
Сл'Ёдовательно, моментъ данныхъ векторовъ не изм'Ьнится, если къ 
нему мы приложимъ моментъ системы Л-^В. Но всЪ данные векторы 
БМ'Ьст'Ь съ векторами В образуюсь очевидно систему паръ, которая, 
по отношен1ю къ моменту, можетъ быть зам1>нена одною парою; 
векторы же системы Л могутъ быть зам'Ьнены однимъ векторомъ. 
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который и обозначимъ чрезъ Л. Такимъ образомъ всё векторы бу- 
дутъ зам^Ьнены одною парою и векторомъ. Полученную пару разло- 
жимъ на дв1^: одну Р— въ плоскости, перпендикулярной къ упомяну- 
тому вектору, а другую ^— въ одной плоскости съ этимъ посл'Ёд- 
нимъ. Пара и векторъ, лежащ1е въ одной плоскости, могутъ быть 
зам'Ьнены однимъ векторомъ въ той же плоскости. Такъ какъ пару 
можно вращать въ ея плоскости, не изменяя этимъ ея момента, то 
ставя векторы пары ^ параллельно вектору А, получимъ въ резуль- 
тат'Ё одинъ векторъ, перпендикулярный къ плоскости пары Р. 

Итакъ, всякая система векторов ъ, при ложенныхъ 
къразличнымъ точкамъ, можетъ быть заменена, по 
отношен1ю къ моменту, н1^ко торою парою и векто- 
ромъ, перпендикулярным ъ къ плоскости этой по- 
ел 'ё д н е й . Моментъ пары будетъ представлять неизм'Ьнную часть Ш 
выражен1я (30), а моментъ вектора— часть Ж'. 

Ером1Ь того, если найдены какая иибудь пара и векторъ Л, за- 
м'Ёняющ1е собою данную систему векторовъ, то одинъ изъ векторовъ 
пары можетъ быть очевидно приложенъ въ той же точк'Ё, какъ век- 
торъ Л. Оба эти посл'Ёдн1е векторы могутъ быть зам'Ёнены однимъ, 
равнымъ ихъ геометрической сумм1>, и такимъ образомъ наша дан- 
ная система зам1Ьнится двумя векторами, приложен- 
ными къ двумъ различнымъ точкамъ и лежащими въ 
разныхъ плоскостяхъ. Такихъ векторовъ, взятыхъ по два 
и зам'Ёняющихъ данную систему, можно очевидно подъискать безчи- 
сленное множество. Такъ какъ величина и направлен1е обоихъ векто- 
ровъ пары могутъ быть выбраны произвольно (лишь бы ихъ моментъ 
оставался одинъ и тотъ же), то векторы найденной пары мы можемъ 
въ ихъ плоскости поставить такъ, чтобы черезъ одинъ изъ &тихъ 
векторовъ и векторъ Л проходила плоскость, перпендикулярная къ 
плоскости пары; зат'Ёмъ величину векторовъ пары выберемъ такъ, 
чтобы одинъ изъ нихъ, слагаясь геометрически съ Л, далъ бы резуль- 
тирующ1й векторъ, перпендикулярный къ плоскости пары. Такимъ 
образомъ зам1Ьнимъ данную систему векторовъ, т. е. 
всякую пару и векторъ, двумя взаимно перпендику- 
лярными векторами, лежащими въ двухъ взаимно 
перпендикулярныхъ плоскостяхъ и приложенными 
къ разнымъ точкамъ. Такихъ парныхъ векторовъ мы можемъ 
подъискать тоже безчисленное множество, ибо данная система можетъ 
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оыть зам^^нена безчисленнымъ множествомъ системъ, состоящихъ 
изъ пары и вектора. 

Наконецъ, если можно найти два вектора, зам1^няющ1е данную 
систему, то очевидно всегда можно найти и всякое ббльшее число 
такихъ векторовъ, тоже приложенныхъ къ различнымъ точкамъ. 

Вышеописанная зам'Ьна, съ помощ1ю двухъ взаимно перпенди- 
кулярныхъ векторовъ, очевидно не зшжетъ быть произведена, если 
система векторовъ представляется только одною парою, или однимъ 
векторомъ. Кром1^ того, зам'Ьна не удастся, если мы за одну изъ 
упомянутыхъ выше взаимно перпендикулярныхъ плоскостей выберемъ 
плоскость пары, къ которой векторъ перпендикуляренъ. 



Выразимъ моментъ векторовъ, около даннаго начала, съ помощ1Ю 
составляющихъ векторовъ, по прямоугольнымъ осямъ, и координатъ 
точекъ ихъ приложешя. 

Положимъ, что начало координатъ выбрано въ точк*, около ко- 
торой берется моментъ. Пусть X, Т, 2 будутъ составляющ1я н'Ько- 
тораго вектора по осямъ координатъ, а х, у, ^ — координаты его точки 
приложен1я. Моментъ векторовъ X, Т, 2 (т. е. геометрическую 
<*-умму ихъ моментовъ) около начала координатъ представимъ себ1^ 
разложеннымъ на три момента, параллельно осямъ координатъ. Сла- 
гающ1й моментъ по оси а;^овъ можетъ быть обусловленъ очевидно 
только векторами, расположенными въ плоскости перпендикулярной 
къ оси X — овъ, т. е. векторами У ж 2, Та часть момента этихъ 
двухъ векторовъ, которая направлена по оси х — овъ, представится 
пропзведен1ями изъ векторовъ и ихъ разстоянШ отъ оси момента, 
т. е. оси X — овъ; эти разстоян1я для У м 2 суть соотв'Ьтственно 
^ и у. Ером'Ь того очевидно, что моментъ У^ будетъ идти около 
оси X — овъ по стр'Ьлк'Ь часовъ, а моментъ 2у — обратно; сл-Ьдова- 
тельно, первый будетъ положительный и второй — отрицательный, по 
отношен1ю къ положительному направлен1ю оси х — овъ. Алгебраиче- 
ская сумма обоихъ моментовъ представитъ весь моментъ, направлен- 
ный по оси X — овъ, т. е. 

У^-2у, 

Точно также для осей у — овъ и ^ — овъ получимъ соотв'Ьтственно: 

2х — Хз н Ху — Тх . 
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Если, вм1^сто одного вектора {Х,Т,2), имЬемъ ихъ н^Ьсколько, 
приложенныхъ къ различнымъ точкамъ, то составляющ1я по осямъ 
координатъ геометрической суммы моментовъ такихъ векторовъ, будутъ 
очевидно равны соотв'Ьтственно суммамъ составляющихъ по т'Ьмъ же 
осямъ моментовъ отд'Ьльныхъ векторовъ. Такимъ образомъ, обозначая 
черезъ Хо, М^^, N^^ составляющ1я части по осямъ координатъ мо- 
мента всЁхъ данныхъ векторовъ, им'Ьемъ: 

М,==^{2х-Х^), (32) 

гд* суммован1е производится по различнымъ векторамъ и соотв'ёт- 
ственнымъ координатамъ ихъ точекъ приложен1я. 

Если ищется моментъ не около начала координатъ, а около 
н-Ькоторой точки, координаты которой суть ^Го, 1/о, ^0^ то перенося 
начало координатъ въ упомянутую точку, мы получимъ новыя выра- 
жен1я для составляющихъ 1>, Ж, N. если въ выражен1яхъ (32) 
координаты X, у, х, относительно прежняго начала, зам'Ьнимъ коорди- 
натами х—х^, У—У^. ^—^0^ относящимися къ новому началу. Тогда 
получимъ для новыхъ Ь, Мм N выражешя. 

Х=2[Г(^-Го)-^(У-Уо)]. 

3/^ V [г{х - X,) ■>- X (^ -~ ^о)] . (^3) 

Обозначая 

А=^х^ ^?=2^' ^=2^' ^''^ 

мы можемъ выражен1Я (33) писать въ ъщ%'. 

Ь = Хо — (Б^о— Суо)> 

М =М^ — ^ Сх^ — ^^о) 5 (^^> 

X=N,-{Ау,-Вx,), 

гдЬ члены въ скобкахъ представляютъ слагающ1я моментовъ, окола 
начала координатъ, отъ векторовъ, перенесенныхъ параллельно самимъ 
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себ'Ь въ точку {х^.'у^,^^)). Т'Ьже скобки, но съ обратнымъ знакомъ, 
выразятъ моменты около точки (^о^^о^^о) ^тъ векторовъ, перене- 
сенныхъ въ начало координатъ. Такимъ образомъ въ равенствахъ (35) 
выражается свойство моментовъ, представленное выражен1емъ (31). 

Если величины Ь, Ж", N слагающихъ момента Р изв-Ьстны, то 
величина самаго момента опред1^лится выражен1емъ: 

а его углы съ осями координатъ — косинусами: 

Векторы, обусловливающ1е моментъ Р, могутъ быть заменены 
одною парою и векторомъ, перпендикулярнымъ къ ея плоскости. 
Найдемъ моментъ упомянутой пары П и упомянутый векторъ Г . 

Пусть X, (X, V будутъ слагающ1я момента П, составляющаго н'Ь- 
которую часть отъ момента Р, направленную параллельно результи- 
рующему вектору В слагающихъ Л, Р, С. Тогда очевидно 

/^_^. |л_Р 1^^ 
П " В' П " 1? ' П ~" Е ' 

откуда 

X = V^, [х = у^. (38) 

Слагающ1я другой части Р, т. е. геометрической разности Р~П бу- 
дутъ очевидно 

X— л, Ж— [Л, N'-V^ 

и такъ какъ оба момента П и Р~П должны быть перпендикулярны 
другъ къ другу, то 

(X— Л)Х + (Ж— [х)[л + (N— у')у = 0, 
откуда на основан1и (38): 

и 

А^ + ВМ+ СN 



Л = .4- 



^г^ 



В^1^±^+^, (39) 



^^с 



АЬ + ВМ4- СЖ 
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или, на основан1и (35): 

'к^^^^иЬ. + БМ.+ СК,), 

1, = ^^иЬ,-гБМ,+ СК,), (40) 

откуда видимъ, что >^, р., V должны быть составляющими момента 
некоторой пары, такъ какъ они не зависятъ отъ положен1я начала 
момента, т. е. координатъ точки (^^^о^^о^'^о)- 

Слагающ1я остальной части момента Р будутъ, на основанш 
(35) и (40): 

Выражешя (41) представляютъ слагающ1я момента около точки 
(^(^о.Уо^^о) вектора Д проходящаго черезъ точку, координаты 5, г^, ; 
которой суть: 

, М,С-Ж,В Ъ\А^Ь,С Ь,В-М,А 

> = В^ ' ^^" Ё^ ' ^" В' • ^^^^ 

Следовательно вообще можемъ представить: 

1 = 1 + В(^-^,)-С(т^-гл), 

ж^[л-4-ссЕ-^о)-^с:~^о). (^^) 

откуда видимъ, что моментъ данныхъ векторовъ выражается момен- 
томъ геометрической суммы В этихъ векторовъ, перенесенныхъ 
параллельно самимъ себ'Ь въ н'Ькоторую точку (^, г^, ^), и моментомъ 
пары, плоскость которой перпендикулярна къ В. 
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§ 24:^ Сохранен1е момента количества движен1я или сохранен1е 

площадей. 

Если равнодМствующ1я силы, приложенныя къ свободнымъ мате- 
р1альнымъ точкамъ данной системы, обусловливаются взаимными силами, 
д^Ьйствующими между упомянутыми точками, то так1я равнод'Ьйствующ1я 
мы можемъ заменить составляющими, который для различныхъ точекъ 
приложен1я попарно равны и направлены противоположно соответ- 
ственно по однЬмъ и т^мъ же прямымъ. Моментъ каждыхъ двухъ 
изъ такихъ составляющихъ будетъ равенъ нулю около всякаго начала; 
а сл-Ьдовательно равна нулю и сумма вс^хъ подобныхъ моментовъ, 
или по предъидущему параграфу, равенъ нулю моментъ всЬхъ силъ, 
приложенныхъ къ точкамъ данной системы. 

Обозначимъ черезъ /^^ , /'з • • • /1^ упомянутый равнодМствующхя 
вс^хъ взаимныхъ силъ, приложенныя къ различнымъ 7г точкамъ си- 
стемы, а черезъ д^, д^ . . . д^ — длины перпендикуляровъ на направ- 
лен1я этихъ силъ изъ какого нибудь начала. Тогда, на основаши 
предъидущаго: 

Л ^2 + А ^2+' • • -А д^ = 0, (44) 

или вообще 

гд* сумма берется геометрически, т. е. каждое изъ произведен1й {д 
выражается опред1Ьленною прямою лин1ею, и зат'Ьмъ вс1Ь так1я лин1и 
слагаются геометрически. 

Разыщемъ теперь кинематическое значен1е предъидущихъ вы- 
ражен1й. Обозначая черезъ ш^ , ш^ , . . т,, и д^, 92 - • - 9п соотв1^т- 
ственно массы и ускорен1я точекъ системы, мы можемъ написать 
выражен1е (44) въ вид*: 

^1^1^1 + ^^2^2^2 + • • • • ^п^п^^п == О 

или (45) 

Лтд,д=:0 *"*) . 

Обозначая черезъ сИ элементъ времени и умножая на него 
лредъидущее выражен1е, им'Ьемъ: 

т^д^йЬ.д ^т^д^д,^,д-\^^ • . . т^дг,А1,д^:^ О ^ 

*) Должно помнить, что равенство {•=:тд тогда им-Ьетъ м-Ьсто, когда никакая 
часть силы /" не уравнов-Ьшена другою силою или сопротивлен1емъ. Поэтому урав- 
нен1е (45) имЪетъ силу только для свободной системы. 
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или помня, что вообще 

д(Ц = л^ , 

гд'Ь Ду есть геометрическое приращеше скорости къ концу элемента 
времени Л1, им'Ьемъ: 

^т^V.д^О , (46) 

гд'Ь каждое д перпендикулярно къ соотв'Ьтствующему ^V, ибо направ- 
лен1я д и \^ одинаковы. Сл'Ьдовательно, геометрическая сумма 
моментовъ приращен1й количества движен1я для 
каждаго момента времени равна нулю. 

Изъ предъидущаго параграфа мы знаемъ, что геометрическая 
сумма или разность моментовъ данныхъ векторовъ можетъ быть пред- 
ставлена какъ моментъ геометрической суммы или разности векторовъ. 
Отсюда заключаемъ, что приращен1е момента, обусловли- 
ваемое приращен1емъ вектора, равно моменту при- 
ращен! я вектора. Сл1^довательно наоборотъ, когда разсматри- 
ваемый векторъ представляетъ собою количество движешя, то мо- 
ментъ приращен1я количества движешя равенъ приращен1ю момента 
количества движен1я. Но на основашп (46), обозначая геометрическое 
приращен1е момента количества движен1я черезъ ДХтг;.^, мы им1^емъ 

дТ тV,^ = ^ Д {шV).д = 0, (47) 

гд'Ё соотв'Ьтственныя (? и д различны по величин'Ь и направлен1ю, 
ибо д перпендикулярно къ Дг;, а (?— къ V; направлен1я же Дг^ и V 
вообще различны. 

Если приращен1е какого нибудь количества между всякими двумя 
произвольно выбранными и безконечно близкими моментами времени 
(началомъ и концомъ времени й1) равно нулю, то само количество 
очевидно всегда остается одно и тоже. Всл'Ьдств1е этого заключаев1Ъ, 
что моментъ количества движенхя системы, около 
даннаго начала, остается одинъ и тотъ-же во все 
время движен1я системы, если это движен1е совер- 
шается подъ д'Ьйствхемъ взаимны хъ силъ системы. 
Это свойство моментовъ количества движен1я изв'Ьстно подъ именемъ 
закона сохранен1я момента движен1я. Моменты движен1я, 
взятые около различныхъ началъ, оставаясь одними и т'Ьми же для 
различныхъ временъ, будутъ очевидно вообще между собою различны. 
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Обращая вниман1е на то, что пропзведен1е Vс^^ выражаетъ дли- 
ну пути, проходимаго движущеюся точкою въ течен1и элемента вре- 
мени й1, мы легко можемъ вид'Ьть, что Vй^.о представитъ удвоен- 
ную площадь треугольника, образованнаго лин1ями, проведенными изъ 
начала момента къ концамъ элемента пути VС^^, и самимъ элементомъ; 
или иначе, V(^^.о представляетъ двойную площадь, описанную въ 
элементъ времени рад1усомъ векторомъ движущейся точки около на- 
чала момента. Складывая подобныя площади, описанныя рад1усами 
векторами всЬхъ массовыхъ единицъ, связанныхъ съ данною движу- 
щеюся точкою, мы получимъ очевидно тьсИ,^, если ш есть масса 
движущейся точки. Складывая наконецъ геометрически элементарныя 
площади, описанныя около даннаго начала рад1усами векторами всЬхъ 
массовыхъ единицъ системы, мы получаемъ с^^1^шV.8, при чемъ гео- 
метрическая сумма берется описаннымъ уже способомъ, какъ геоме- 
трическая сумма моментовъ. На основан1и закона сохранен1я момента 
движешя заключаемъ дал'Ье, что, для каждаго изъ равныхъ и произ- 
вольно выбранныхъ элементовъ времени сИ, геометрическая сумма 
вышеупомянутыхъ элементарныхъ площадей, т. е. с^^1тV.8, остается 
одна и таже. Но каждые два равные промежутка времени, произволь- 
ной конечной величины, могутъ быть разбиты на безконечное число 
равныхъ элементовъ времени, и каждая геометрическая сумма ко- 
нечныхъ площадей можетъ быть разбита на безконечно большое чи- 
сло элементарныхъ. Если-же элементарныя части двухъ конечныхъ 
величинъ равны, то очевидно будутъ равны между собою и самыя 
эти величины, какъ дв-ё суммы, состоящ1я изъ равнаго числа равныхъ 
слагаемыхъ. На основаши такихъ соображешй заключаемъ, что г е о- 
метреческая сумма площадей, описываемыхъ около 
даннаго начала рад1усами векторами вс1^хъ массо- 
выхъ единицъ системы в ъ т е ч е н 1 и равныхъ и п р о и з- 
вольныхъ промежутковъ времени, остается одна и 
таже,. Высказанная теорема носитъ назваше закона сохране- 
н 1 я п л о щ а д е й. 

На основан1и (31), моментъ количества движешя около всякаго на- 
чала можетъ быть представленъ какъ сумма изъ момента н'Ёкоторой пары 
количества движешя и момента всего количества движен1я, приложен- 
наго къ одной точк'ё. Но количество движешя системы, приложенное 
къ одной точк'Ё, т. е. геометрическая сумма 1ш^, равно нулю, когда 



140 Глава II. Принцицы Динамики. § 24 

центръ инерц1и системы непожвиженъ. СлЬдовательно, м о м е н т ъ 
д в и ж е н 1 я с и с т е м ы, и г е о м е т р и ч е с к а я с у м м а п л о щ а д е й, 
описываемыхъ въ равн ы я времена рад! у сам и вектор а- 
м и м а с с о в ы X ъ е д и н и ц ъ с и с т е м ы, о с т а ю т с я о д н и и т 'Ё ж е 
для всякаго начала, если центръ инерц 1и с исте мы не- 
подвиженъ. Если-же центръ инерц1п движется, то моменты дви- 
жешя системы около различныхъ точекъ разнятся между собою по 
стольку, по скольку разнятся моменты около т-Ьхъ-же точекъ коли- 
чества движен1я центра инерц1и, съ которымъ связана вся масса си- 
стемы. Сл'Ьдовательно моментъ движен1я системы около какой либо 
неподвижной точки равенъ сумм1Ь изъ момента движен1я системы 
около движущагося центра инерц1и и момента движен1я самого центра 
инерц1и около упомянутой точки. Оба эти момента, независимо другъ 
отъ друга, не изм^Ьняются со временемъ. 

Если моментъ движен1Я системы остается постояннымъ, то и 
проложен1е его на какую нибудь неподвижную лин1ю или плоскость 
тоже постоянно, или, что все равно, постоянна алгебраическая сумма 
проложен1й составляющихъ момента (т. е. моментовъ движен1я каж- 
дой точки системы) на какую нибудь лин1Ю или плоскость. Сл-ёдо- 
вательно, алгебраическая сумма проложен1й площадей, относящихся 
къ каждой матер1альной точк1^, на какую нибудь плоскость остается 
постоянною, если геометрическая сумма упомянутыхъ площадей по- 
стоянна. 

Обозначая черезъ ш массы точекъ системы, черезъ х, у, ^'— 
соотв'Ётствующ1Я координяты и черезъ «^, г\ у; — слагающ1я скорости 
по осямъ координатъ, мы легко увидимъ, что алгебраическ1я суммы 

Уш(^V0 — гVг/)^ У7п(г€Х — 11^)^ /т^иу — гх) ^ Г48) 

представляютъ съ одной стороны проложен1я момента около начала 
координатъ (т. е. его составляющ1я) на оси координатъ, а съ дру- 
гой—суммы проложен1й на плоскости координатъ удвоенныхъ площа- 
дей, описываемыхъ соответствующими рад1усами векторами около 
начала въ теченш элемента времени Л1, д'Ьленныя на (И. На осно- 
ванш вышесказаннаго, три упомянутыя выражешя должны оставаться 
неизм'Ьнными со временемъ. 

Систему свободныхъ матер1альныхъ точекъ, движущихся подъ 
д'Ьйств1емъ взаимныхъ силъ и сохраняющую въ силу этого постояннымъ 
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свое количество движен1я 1шг; и свой моментъ движен1я 1тг^<5, мы 
будемъ для краткости обозначать назван1емъ свободной консерва- 
тивной системы. 



§ 35^ ДЪйствге вн'Ьшнихъ силъ на свободную консервативную 

систему. 

Такъ какъ скорость центра инерц1и системы и моментъ ея ко- 
личества движен1я не изм'Ёняются отъ взаимодМствхя частей систе- 
мы другъ на друга, то изм'Ьнен1е упомянутыхъ количествъ должно 
обусловливаться причинами, лежащими вн* данной системы, т. е. 
ВНЕШНИМИ силами. Итакъ, результатомъ д'Ьйств1я внЬшнихъ силъ на 
данную систему матер1альныхъ точекъ будетъ изм-Ьненхе скорости 
центра инерц1и системы и момента ея движен1я. Но очевидно, что 
упомянутыми д'Ьйств1ями вн'Ьшн1я силы еще не опред'Ьляются впол- 
н'Ё*, точно также данныя вн'Ьшн1я силы производятъ не одни только 
упомяиутыя измЬнен1я. 

Обозначимъ черезъ ^^,^2- • -^п результирующхя внутреннихъ (вза- 
имныхъ) силъ, дМствующихъ на каждую изъ п свободныхъ матерхаль- 
ныхъ точекъ данной системы, черезъ Р^, Р^-'-^п — вн'Ьи1н1я силы, 
приложенный къ н'Ькоторымъ или ко всЬмъ точкамъ той-же системы, 
черезъ ш^, Ш2...ш^ — массы точекъ системы и черезъ д^.д^-'-О^ — 
ихъ ускорен1я. Тогда, на основанш втораго закона движешя, им'Ьевгъ: 

гд'Ь суммы /х^-^Р^! и т. д. вообще берутся геометрически. Складывая 
урр. (49) геометрически другъ съ другомъ, и зам'Ьчая, что, на осно- 
ваши третьяго закона движен1я, 1/= О, мы получимъ: 

1т^ = ИР 
или (50) 

гд^Ь V обозначаетъ соотв-Ьтственно скорость каждой изъ точекъ систе- 
мы, а Л1 есть н'Ькоторый элементъ времени. Л-Ьвая часть предъидущаго 
выражен1я представляетъ геометрическую сумму приращешй въ еди- 
ницу времени количествъ движен1Я точекъ системы, т. е. иными слова- 
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ми — прира1цен1е геометрической суммы тЬхъ-же количествъ движе- 
шя. Обозначая это посл'Ьднее приращеше черезъ Мшь\ мы можемъ 
представить (50) въ вид'Ь: 

^^±^ = 1Р. (51) 

Но если мы черезъ V обозначимъ скорость центра инерц1и системы, 
а черезъ Ж— сумму вс^Ьхъ ея массъ, то, на основан1и (23), будемъ 
им'Ьть: 

аЬ 
щ% О есть ускорен1е центра инерц1и. Поэтому 

Ма = ^Р, (53) 

откуда видимъ, что ускорен1е центра инерц1и вполнЬ опред'Ьляется 
геометрическою суммою вн'Ьшнихъ силъ и сл'Ьдовательно не зависитъ, 
при одной и той-л^е величин'Ь этой суммы, ни отъ величины или на- 
правлен1я каждой силы въ отд'Ьльности, ни отъ ея точки приложе- 
н1я. Итакъ мы заключаемъ, что вн'Ьшн1я силы изм'Ьняютъ 
д в и ж е н 1 е центра и н е р ц 1 и т а к и м ъ о б р а з о м ъ, к а к ъ буд- 
то он^ вс1Ь, безъ изм'Ьнен1я своего направлен! я, бы- 
ли къ нему при л о ж ены, при чемъ вся масса системы 
была-бы связана съ ея центром ъ инерц1и. 

Пусть наприм'Ёръ н]Ькоторая мгновенная сила подЬйствуетъ на по- 
коющуюся матер1альную точку ^., связанную съ массою ш^. Результа- 
томъ этого дМств1я будетъ то, что черезъ единицу времени точка А пе- 
рейдетъ (рис. 57) въ А по направлен1ю сообщенной скорости, кото- 
рая представится лин1ею АА\ импульсъ 
силы будетъ изм^Ьряться произведен1емъ 
т,ЛЛ'. Но если мы вообразимъ себ'Ь я%- 
которую другую неподвижную точку Д съ 
Рис. 57. массою ^2, и независимую отъ точки А, 

то мы можемъ все-таки разсматривать об'Ь точки А и В, какъ н1^ 
которую систему, въ которой взаимный силы, каждая въ отд1^льно- 
сти, равны нулю. Центръ инерщи этой системы будетъ до перем'Ьщен1я 
въ точк-Ь С, выбранной такъ на ^.Д что АС: СВ = ш{.ш^\ по ио^те- 
чен1и единицы времени онъ будетъ въ С", причемъ А' О : С'В = ш^ : т^\ 
отсюда сл^Ьдуетъ, что АА : СО = [т^ -л- ш.^ : ш^ . Туже самую вели- 
чину для СО мы получили-бы, если бы представили себ1Ь, что 
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импульсъ ^.^.'. т^ подМствовалъ на массу ш^-{-7щ, связанную съ 
точкою С, ибо тогда скорость СС опред'Ьлилась бы изъ уравнешя 

Точно также очевидно, если система точекъ находится, кром1^ 
взаимныхъ силъ, еще нодъ д'Ёйств1емъ вн'Ьшнихъ силъ, то мо- 
ментъ ея количествъ движен1я не остается уже вообще одинъ и 
тотъ-же. Изм'Ьнеше-же этого момента обусловливается только вн'Ьш- 
ними силами. Обозначимъ черезъ д длину перпендикуляра опущен- 
наго изъ даннаго начала на направлен1е ускорен1я д н-Ькоторой точки 
системы, черезъ <? — длину перпендикуляра на направлен1е одной изъ 
взаимныхъ силъ/, приложенной къ этой точкЬ, и черезъ Ь — длину 
перпендикуляра на соотв'Ьтственную вн'Ёшнюю силу Р. Тогда, образуя 
геометрическую сумму моментовъ ускорешй всЁхъ массовыхъ единицъ 
системы, мы получимъ, на основан1и (49): 

1шд.д = 1:-/'.8<\>1:Г.Ь , (54) 

или такъ какъ, на основаши свойствъ взаимныхъ силъ Х/^.д = О, то 

1шд,д = 1Р.Ь . (55) 

Приращен1е-же въ, течен1и элемента времени сИ, момента коли- 
чествъ движен1я системы, которое мы обозначимъ черезъ ДХтг;.^, 
гдЬ 5 есть соотвЬтственный перпендикуляръ на направлен1е скоро- 
сти V, опред'Ьлится изъ соотношешя: 

Сл^Ьдовательно по (55): 

^2^тV.8 ^Т(.^^.ь) й1^ . (56) 

Такимъ образомъ, зная величину, направлен1е и точки приложен1я 
внЬшнихъ силъ, мы можемъ вычислить для каждаго элемента вре- 
мени величину 1{КЬ) сИ, которая представитъ намъ приращен1е 
геометрической суммы моментовъ количествъ движен1я системы. 

Величина внЬшнихъ силъ и ихъ точки приложен1я могутъ быть 
очевидно таковы, что или геометрическая сумма этихъ силъ, или 
геометрическая сумма ихъ моментовъ, или об1^ суммы вм-Ьст-Ь, рав- 
ны нулю. 

Въ первомъ случаЬ, т. е. когда 
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центръ инерц1и системы остается въ поко^ или движется равном'Ьрно и 
прямолинейно. Д'Ьйств1е вн'Ьшнихъ силъ проявляется въ такомъ случа1^ 
въ изм^Ьнеши геометрической суммы площадей, описываемыхъ въ равные 
промежутки времени массовыми единицами системы около ея центра 
йнерц1и или другой какой-либо произвольно выбранной неподвижной 
точки. Кром1^ того въ данномъ случа'Ё, на основан1и (30),моментъвн^Ёш- 
нихъ силъ будетъ одинъ и тотъ-же около всякаго неподвижнаго начала; 
следовательно и приращен1е упомянутой геометрической суммы описы- 
ваемыхъ площадей будетъ для даннаго промежутка времени одно и 
тоже, около какой неподвижной точки мы эти площади ни отсчиты- 
вали-бы. Обозначимъ черезъ Ш моментъ количества движешя систе- 
мы, для даннаго момента времени, около н'Ькоторой произвольно вы- 
бранной точки Л, черезъ Ш^ — такой-же моментъ, для того-же момента 
времени, около центра инерцш системы, черезъ Ж— массу системы, 
черезъ V — скорость центра инерцш и черезъ с1 — перпендикуляръ изъ 
Л на V. Тогда мы им^емъ вообще: 

Ш = Ш^^МГ.а. (57) 

Для какого нибудь другаго времени мы вообще будемъ им'Ьть для 
той-же системы 

Ш^ = Ш^'<\^МГ',с1^. (58) 

Если геометрическая сумма вн'Ьшнихъ силъ равна нулю, то У^ — V 
1/1 с1' = с1. Сл'Ьдовательно тогда 

шг'~д)г=эд^'~ж,, (59) 

и кром'Ь того для даннаго времени Ш или 5Ш' будутъ соотв^^тственно 
одинаковы около всякаго начала. Отсюда заключаемъ, что прираще- 
н1е момента количества движен1я подъ д'Ёйств1емъ 
вн'Ьшнихъ силъ, геометрическая сумма которыхъ рав- 
на нулю, будетъ въ данный промежутокъ времени одно 
и т о ж е— к акъ около любаго неподвижнаго начала, такъ 
и около движущагося центра инерц1и системы. Но мо- 
ментъ количества движен1я системы, вычисленный для даннаго момента 
времени, представляетъ геометрическую сумму площадей, которыя они- 
сали-бы около соотв-Ьтствующаго начала всЬ массовый единицы си- 
стемы въ течен1и единицы времени, если-бы моментъ количества дви- 
жешя остался неизм-Ьннымъ. СлЬдовательно, приращен1е упомяну- 
таго момента представляетъ, для каждаго времени, соотв^!^тствующее 
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приращен1е геометрической суммы площадей, которое по предъиду. 
щему будетъ для данного промежутка времени одно и тоже, около 
всякой неподвижной точки и около движущагося равном-Ьрно и пря- 
молинейно центра инерц1и. 

Очевидно также, что для разсматриваемаго случая, т. е. когда 
1Р=:0, д1>йств1е внЁшнихтз силъ на систему, по отношешю къ из- 
м'Ьнен1ю ея момента количества движен1я, можетъ быть заменено 
дМстБ1емъ всякой пары ср1лъ, моментъ которой равнялся бы по ве- 
личйн1^ и направлен1ю моменту данныхъ вн1^шнихъ силъ. При этомъ 
конечно изм^Ьнен1я, производимый данными силами илп зам'Ьняющею 
ихъ парою въ скоростяхъ отдЬльныхъ точекъ системы, будутъ во- 
обще различны. 

Если геометрическая сумма 1-Р не равна нулю, но при этомъ 
существуетъ некоторое начало, около котораго геометрическая сумма 
моментовъ силъ обращается въ нуль, т. е. если 

то геометрическая сумма площадей, описываемыхъ массовыми едини- 
цами около упомянутой точки въ равные промежутки времени, остается 
одна и таже. Количество движешя центра инерц1и при этомъ оче- 
видно будетъ изм'Ьняться, также какъ и моментъ количества движе- 
шя системы около другихъ точекъ, кромЬ упомянутаго выше начала. 
По отношен1ю къ изм'Ьнешю момента количества движещя системы 
около другихъ точекъ, вн'Ьшн1я силы въ данномъ случа'Ь могутъ быть 
зам'Ьнены одною, проходящею черезъ точку нулеваго момента и рав- 
ною геометрической сумм'Ё всЬхъ данныхъ. 

Шли точка нулеваго момента совпадаетъ съ центромъ инерц1и, 
т. е. если равнодМствующая вн'Ьшнихъ силъ проходитъ черезъ этотъ 
посл'Ёдн1й, то результатъ д ёйств1я этихъ силъ будетъ состоять только 
въ изм^нен1и движен1я центра инерц1и; изм'Ьнен1е-же момента коли- 
чества движешя около какого нибудь начала, не совпадающаго съ 
центромъ инерц1и, будетъ зависать только отъ изм'Ьнен1я скорости 
этого посл^^дняго. ДМствительно, на основаши (30), геометрическая 
сумма моментовъ количества двнжен1я системы около любаго начала 
будетъ равиа только моменту геометрической суммы количествъ 
движен1я, приложенныхъ къ центру инерц1и, т. е. моменту количествъ 
движен1я самого центра инерц1и. 

10 
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Если моментъ внЬшнихъ силъ будетъ равенъ нулю около вся- 
каго начала, то внЬшн1я силы должны быть приложены по напра- 
влен1ю внутреннихъ, и геометрическая сумма ихъ равна 'нулю: т. е. 
другими словами, эти силы не производятъ никакого йзм'Ьнен1я во 
вн'Ёшнемъ движен1и системы, по отношен1ю къ центру инерц1и и 
описываемымъ площадямъ. 

Наконецъ, въ самомъ общемь случа'Ь, когда геометрическая сумма 
вн'Ьшнихъ силъ не равна нулю и когда нётъ точки нулеваго момен- 
та, изм'Ьняется какъ движен1е центра инерц1и, такъ и величина мо- 
мента количества движен1я. При этомъ, какъ это видно непосред- 
ственно изъ (57), мзмЬнен1е момента количества движен1я, около лю- 
баго начала Л, будетъ равно суммЬ изм^Ьнен1й момента около центра 
инерц1и и момента количества движен1я самаго центра инерц1и около 
Л. Эти измЁнешя могутъ быть представлены, какъ результатъ д^Ьй- 
СТВ1Я н'Ькоторой силы, приложенной къ центру инерц1И и н-Ькоторой 
пары. 

Разсмотр1Ьнныя выше Д'Ьйств1я вн'Ьшнихъ силъ на систему ма- 
тер1альныхъ точекъ ведутъ насъ къ бол'Ье точному представлетю о 
матер1альной точк^Ь, связанной съ определенною массою, какъ о 
центр'Ь инерц1и этой массы. ДМствительно, ижЪя. въ виду изсл1>Д0' 
вать только изм1Ьнен1я движен1я массы, одинак1я для вс'Ьхъ ея то- 
чекъ, мы вполн^Ь опред'Ьлимъ эти изм'Ёнен1я, изсл'Ьдуя движен1е ея 
центра инерц1и; а это последнее опред1Ьляется величиною и напра- 
влешемъ силъ, дМствующихъ на массу извне, независимо отъ ихъ 
точекъ приложен1я, всл'Ьдствхе чего мы можемъ въ данномъ случа1:> 
разсматривать вс'Ь эти силы приложенными къ одной матер1альной 
точк^Ь, въ которой сосредоточена вся масса системы, т. е. къ цен- 
тру инерц1и. Представляя матер1альную систему, какъ состоящую 
изъ матер1альныхъ точекъ, мы разсматрпваемъ большее или меньшее 
число центровъ инерц1и новыхъ матер1альныхъ системъ, на которыя 
подразд^Ьляемъ старую. Такое подразд'Ьлен1е мы ведемъ до т'Ьхъ поръ 
пока не остановимся на такихъ системахъ, движен1е которыхъ около 
ихъ соотв1Ьтственныхъ центровъ инерц1и мы не можетъ опред1Ьлйть, 
пли не считаемъ нужнымъ опред1^лять, для р'Ьшен1я соответствую- 
щей задачи. 
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36. Работа силы. 

Если точка приложешя силы движется, то та часть силы, ко- 
торая направлена по одной прямой съ перем'Ьщен1емъ ея точки при- 
ложен1я, производитъ работу. Работа силы изм1Ьряется произведе- 
н1емъ изъ длины пути, пройденнаго точкою приложен1я силы и ве- 
личины силы, совпадающей съ направлен1емъ этого пути. 

Вообще направлен1я силы и движен1я ея точки приложешя не 
совпадаютъ другъ съ другомъ. Такъ, при всякомъ криволинейномъ 
движен1и направлен1я ускорен1я, т. е. силы, и скорости, т. е. эле- 
мента пути движущейся точки, различны. Точно также и въ случа1^ 
прямолинейнаго движен1я направлен1я двнжен1я и разсматриваемой 
€илы могутъ не совпадать другъ съ другомъ, если эта посл'Ьдняя 
во все время движешя уравнов'Ьшивается другою силою ей равною 
и противоположною. Сл^^довательно, чтобы определить величину ра- 
^)Оты, соотв'Ьтствующей данному перем'Ьщен1ю, нужно найти часть 
силы, совпадающую съ перем1Ьщен1емъ. Эта посл1^дняя представляется 
очевидно тою изъ двухъ взаимно перпендикулярныхъ слагающихъ 
данной силы, которая совпадаетъ съ перем^Ьщен1емъ (см. § 5), и 
будетъ сл'Ьдовательно ортогональнымъ проложен1емъ силы на пере- 
м'Ёщенхе. Итакъ, если Р и 8 суть величины данной силы и прямо- 
линейнаго перемЬщен1я ея точки приложен1я, а а — уголъ между на- 
правлен1ями упомянутыхъ величинъ, то работа X, соотв1Ьтствующая 
перем1^щен1ю 8, будетъ 

Ь = Г.со$л.8, (60) 

и сл^Ьдовательно выразится произведен1емъ: или изъ проложен1я 
силы наперем'Ьщен1е и величины перем1^щен^я, или 
изъ проложен1я перем'Ьщен1я на силу и величины 
силы. 

Если сила направлена перпендикулярно къ данному перем'Ьще- 
Н1Ю, то работа ея при этомъ перем'Ьщен1и равна нулю: если напра- 
влен1я силы л перем1Ьщен1я образуютъ тупой уголъ, то соотв-Ьтствую- 
щая работа отрицательная, ибо косинусъ тупаго угла отрицатель- 
ный. Но съ другой стороны сила, перпендикулярная къ данному на- 
правлен1ю или ему прямо противоположная не можетъ обусловливать 
въ этомъ направлен1и перем'Ьщен1я, т. е. положительнаго прираще- 
н1я скорости. Сл1^довательно, если работа силы для даннаго перем'Ь- 
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щешя равна нулю или отрицательная, то соотв1^тствующее перем1Ь- 
щен1е вызвано не этою силою. Такъ наприм'Ьръ, при равномЬрноза- 
медлительномъ двйжен1и работа замедляющей силы отрицательная, и 
перем'Ьщен1е движущейся точки обусловлено не силою, дМствующею 
противъ этого перем'Ьщешя, но первоначальною скорост1ю: при рав- 
ном1^рномъ движен1и по кругу работа центростремительной силы рав- 
на нулю, и перем'Ьщен1е точки но кругу обусловлено первоначальною 
скорост1Ю по касательной, и т. п. 

Если къ данной точк1> приложено н'Ьсколько силъ 1\, Р^. . , ]Р,, , 
направлен1я которыхъ образуютъ углы а^ , а^. . . ^п съ перем1^ще- 
шемъ § точки, то сумма работъ этихъ силъ будетъ 

X = (-^^1 С05 а^ -} 1'^со8 7.^-{- - . . Р^ С08 а„) 8 . (61) 

Но величина въ скобкахъ, выражая сумму нроложен1й данныхъ силъ 
на лнн1ю 6', представляетъ (§ 4) проложен1е на туже лин1ю ихъ 
равнодМствующей; т. е. если ^Ч)удетъ эта равнодействующая и а — ея 
уголъ съ 5, то 

( ^'^ С08 а^ + -2^2 ^438 а^ + • • • -Р,. со8ап)5== ^Р. соза . 5 . (62) 

Сл'Ёдовательно, алгебраическая сумма работъ данныхъ силъ, 
приложенныхъ къ данной точкЬ, равна работ1Ьихъ 
равнод'Ьйствующей. Точно также, если 5^, ^2 . . . 5п ^-уть сла- 
гающ1я даннаго перем'Ёщен1я по какимъ нибудь п направлен1ямъ, то, 
обозначая черезъ а^, «2 , . . углы этихъ направлен1й съ силою Р 
мы им'Ьемъ 

5 С08 а = §1 С08 а^ + ^2 ^^^ ^2 + ' * ' -^^ соз «п , 
ибо проложен1е б^ на какое нибудь направлен1е равно сумм'Ь проло- 
жешй на тоже направлен1е составляющихъ отъ §. Сл1^довательно: 

Рсоза. 8г=Рсо8а^. 8^-\- Рсоза^.8^-\- - - -Рсова^^Зп^ (62^) 

т. е. алгебраическая сумма работъ, вы полнен ныхъ дан- 
ною силою при различныхъ перем'Ьщен1яхъ ея точки 
приложен1я, равна работ1^ то й- же силы при результи- 
рующем ъ п е р е м Ь щ е н 1 и. 

Если точка прйложен1я силы движется криволинейно, то работа 
силы на данномъ отрЬзкГ. кривой будетъ равна суммЬ работъ на 
прямолинейныхъэлементахъ, изъ которыхъ этотъ отр1зЗОкъ составленъ. 
При этомъ величина и направлен1е силы на разныхъ элементахъ мо- 
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гутъ быть различны; но самые элементы должны быть выбраны на 
столько малыми, что для каждаго изъ нихъ величина и направлен1в 
силы могутъ быть разсматриваемы, какъ неизм'Ьнныя. Сл'Ьдовательно, 
если 1", с18 и а представляютъ силу на данномъ элемент'Ь кривой, 
длину элемента и уголъ между Р и 5, то работа на данномъ отр'Ьзк* 
кривой выразится алгебраической суммой 



^ г= Ур , С08 а . Й5 , 



(63) 



въ которой будетъ столько слагающихъ, сколько элементовъ длины 
^8 укладывается въ данномъ отр'Ьзк'Ь кривой. 

Каждая элементарная работа .Р'сов а . ^8 можетъ быть выражена 
площадью прямоугольника, основаше котораго равно длин-Ь элемента 
ё8, а высота — сил1^ ^Рсоза, дМствующей въ направлен1и этого по- 
сл'Ёдняго. Сумма подобныхъ элементарныхъ площадей выразитъ всю 
работу ^ въ форм. (63), и представитъ площадь, между прямою ЛВ 
(рис. 58), длина которой равна длин1^ отрезка 5, и кривою аЬ, пред- 
ставляющею законъ изм-Ьненхи 
тангенц1альной силы по раз- 
личнымъ элементамъ. За основа- 
н1я элементарныхъ прямоуголь- 
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Рис. 58. 



^ никовъ мы можемъ брать вели- 
чины б?5.со8а, т. е. проложен1я 
элементовъ пути на силу, а за высоты 1Р, Тогда работа Ь выразится 
площадью, между прямою А}В\ вообще другой длины ч'Ьмъ АВ, и 
кривою а}Ъ\ отличною отъ аЪ\ но эта площадь очевидно должна быть 
равновелика первой, ибо об'Ь он1^ изм'Ьряютъ одну и туже величину 
В и составлены изъ одинаковаго числа равновеликихъ элементар- 
ныхъ площадей. 

Работа мгновенной силы выразится также произведешями (60) 
или (63), гд1Ь каждое перем1^щеше й8 будетъ представлять ту длину, 
на которую точка приложен1я мгновенной силы передвинута въ те- 
чен1и времени Ь дМств1я этой силы. Обозначая импульсъ силы Ъ^ 
черезъ /, мы нм'Ьемъ 

й8 



з^т 



В = ?7со8 а 



(630 



из 



Такъ какъ время Ь безконечно мало, то отношен1е -т- можетъ Оыть 

т 

конечною величиною, и Сл'Ьдовательно, работа мгновенной силы, прн 
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безконечно маломъ перем'Ьщен1и ея точки приложен1я, можетъ быть 

конечною. 

Единица работы выполняется, когда точка приложешя, единицы 
силы, т. е. дины, перем'Ьщается на единицу длины, т. е. на одинъ 
центиметръ, въ направлеши этой силы. Такимъ образомъ опред'Ьлен- 
ная единица работы носить назван1е— эргъ. Очевидно, что эргъ, 
будучи выраженъ въ основныхъ единицахъ длины, времени и массы, 
представится въ сл^Ьдующемъ вид'Ь: 

грам. цен. 2 .^,. 

эргъ = дин. цет. =:= — — ^— , СЬ4> 

сек. 

т. е. 

эргъ = грам. (един, скорости^, (64') 

откуда видимъ, что работа всегда представляется какъ некоторая 
масса, умноженная на квадратъ н^Ькоторой скорости. 

Зам-Ьтимъ, что вообще всякая величина, выражающая произведен1е 
изъ силы и длины, какъ наприм'Ьръ моментъ силы, изм-Ьряется единица- 
ми, составленными изъ произведен1я дина. цент, и однородными съ эр- 
гомъ; но очевидно, так1я величины не всегда будутъ представлять 
н-Ёкоторую совершенную работу. Однако всегда можно себ'Ь предста- 
вить такую работу, которая, будучи совершена, выразится упомяну- 
тою величиною. Такъ наприм'Ьръ, представимъ себ1Ь некоторую силу 
Р. обусловливающую н1^который моментъ въ М ед. момент.: пусть 
(I будетъ разстояп1е точки приложен1я силы отъ начала момента и 
пусть Р будетъ перпендикулярна къ й. Тогда 

Ж ед. мом. =^1" ,с1 дин. цент. 

Если теперь точка приложен1я силы Р опишетъ около начала мо- 
мента дугу круга въ углЬ равномъ единиц'Ё, и во все время этого 
перем1^щен1я Р будетъ оставаться перпендикулярна къ с1, то со- 
тов-Ьтствующая работа будетъ очевидно 

Р.й дин. цент. =Жэрг. 



§ 27. Общее услов1е равнов%С1я силъ, д^йствующихъ на сво- 
бодную или несвободную точку. 

Силы, дМствующ1я на одну или н^Ьсколько матер1альныхъ то- 
чекъ, свободныхъ или несвободныхъ, тогда находятся въ равно- 
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в Ь с 1 и, когда не могутъ обусловливать такихъ переагЬщен1й точекъ, 
как1я для нихъ возможны. Такое опред'Ёлен1е равнов'Ьс!}! не исклю- 
чаетъ очевидно возможности, для каждой изъ взаимно уравнов1Ьши- 
вающихся силъ въ отдЬльности, производить то или другое изъ воз- 
можныхъ перем'Ёщен!!! точки или системы, ибо только совокупное 
дМств1е силъ обусловливаетъ ихъ равнов'Ьс1е, которому каждая сила 
отд'Ьльно можетъ и не удовлетворять. Система, находящаяся подъ 
д1Ьйств1емъ взаимноуравнов'Ёшивающихся силъ, можетъ вообще нахо- 
диться въ поко1^ или какомъ угодно движен1и; но въ этомъ посл'Ьд- 
немъ случа'Ь соотв'Ьтствующ1я ускорешя будутъ обусловливаться не 
взаимноуравнов'Ьшивающимися силами, а какими либо другими. 

Если магер1альная точка совершенно свободна, то всякая сила 
къ ней приложенная обусловитъ некоторое изм'Ьнен1е движен1я, что 
сл-Ьдуетъ изъ самаго опред'Ёлен1я силы. Сл'Ьдовательно н-ёсколько 
силъ, приложенныхъ къ одной матер1альной точк'Ь, тогда взаимно 
уравнов'Ёшиваются, когда ихъ равнодМствующая, т. е. геометриче- 
ская сумма, равна нулю. Тоже самое услов1е можно выразить дру- 
гими словами, утверждая, что сумма работъ взаимноуравнов'Ьшиваю- 
щихся силъ, приложенныхъ къ одной свободной ТОЧК'Ь, будетъ равна 
нулю при всЬхъ возможныхъ нерем'Ёщен1яхъ, которыя мы можемъ 
приписать свободной точк'Ь. ДМствительно, упомянутая сумма работъ 
будетъ всегда равна работ-Ь равнодМствующей; а эта послЬдняя 
равна нулю. 

Если матер1альная точка будетъ не свободна, т. е. если она 
заран'Ье не будетъ им'Ьть возможности перем'Ьщаться по н1Ькото- 
рымъ направлен1ямъ, то силы, на нее дМствуюиця, будутъ и по- 
давно уравнов-Ьшивать другъ друга, если вышеизложенное усло- 
в1е удовлетворяется, т. е. если равнод-Ьйствующая этихъ силъ 
равна нулю. Но очевидно, это услов1е не есть необходимое, ибо 
точка будетъ въ положен1и равнов'Ьс1я, когда равнодМствующая къ 
ней приложенныхъ силъ и не равна нулю, но направлена въ ту сто- 
рону, куда точка не можетъ перем'Ьщаться, будучи по услов1ю не- 
свободна. 

Ограничен1е свободы перем'Ьщен1й матер1альной точки мы мо- 
жемъ себ'Ь представить въ сл'Ьдующихъ видахъ: 1) точка не можетъ 
оставить н'Ькоторую поверхность, или н'Ькоторую лишю; т. е. можетъ 
перемещаться только по данной поверхности, или лин1и (другими сло- 
вами, по двумъ поверхностямъ заразъ); 2) точка не можетъ перейти 
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на другую сторону данной поверхности или двухъ, или трехъ взаим- 
нопересЬкающихся поверхностей; т. е. точка можетъ перем'Ьшаться 
по данной поверхности, но можетъ ее оставить только въ одну сторону 
отъ нея, или можетъ оставить поверхность, только перейдя на другую 
поверхность или лин1ю. Въ первомъ случа!., если точка, будучи по- 
м'Ьщена на данномъ элементе поверхности или лиши, не можетъ оста- 
вить этого элемента, и перемещается только вдоль по нему, мы заклю- 
чаемъ, что точка не можетъ перем'Ьщаться относительно той плоско- 
сти или прямой лин1и, безконечно малыми частями которыхъ мы се- 
Н представляемъ элементъ поверхности или лин1и. Невозможность 
же перемЬщен1я относительно плоскости или лин1и соотв'ктствуетъ, 
какъ было объяснено въ § 5, невозможности движен1я по перпенди- 
куляру къ той или другой. СлЬдовательно, если равнод1Ьйствующая 
силъ, приложенныхъ къ данной матер1альной точке, направлена въ 

ту или другую сторону вдоль по нормали къ поверхности или ЛИН1И, 

съ которыхъ точка не можетъ сходить прочь, то эта равнодействую- 
щая не будетъ въ состоян1и произвести ни одного нзъ возможныхъ 
для точки перем'Ьщен1Й, ибо эти посл1Ьдн1я будутъ перпендикулярны 
къ упомянутой равнодМствующей; а этого достаточно для удовле- 
творен1я услов1я равновЁс1я. Для каждаго элемента поверхности или 
лин1п направлен1е равнодействующей будетъ различно, и следователь- 
но данная сила, удовлетворяющая услов1ю равнов'ес1я на одномъ эле- 
мент^Ь, не будетъ ему удовлетворять на другомъ, если ея направле- 
н1е не изм-енится. Но въ различныхъ безконечно другъ къ другу 
близкихъ точкахъ одного и того-же поверхностнаго или линейнаго 
элемента одна и таже сила будетъ выполнять услов1я равнов'ес1я, 
ибо вс1^ точки такого элемента принадлежатъ одной и той-же пло- 
скости или прямой лин1и, перпендикуляры къ которымъ не м1^няютъ 
своего направлен1я. 

Если матер1альная точка, находящаяся при упомянутомъ усло- 
в1и въ равнов'есхи на какомъ нибудь плоскомъ или линейномъ эле- 
мент^е, будетъ передвинута вдоль соотв1Ьтствующей поверхности или 
лин1и безъ нарушен1я равнов1>с1я, т. е. если во время пере.м'ещешя 
сила будетъ оставаться перпендикулярною къ соотв^етствующимъ 
элементамъ, то работа силы будетъ очевидно равна нулю. Но если 
точка будетъ передвинута безконечно мало, то она не выйдетъ изъ 
соотв-етствующаго элемента и будетъ оставаться въ услов1яхъ рав- 
нов'ес1я. Сл'едовательно, услов1е равнов'ес1я точки на какомъ нибудь 
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элемент'Ь поверхности или лин1и, которыхъ точка не можетъ поки- 
нуть, будетъ состоять въ томъ, что работа силы, действующей на 
точку, будетъ равна нулю при всякомъ возможнохмъ безконечно ма- 
ломъ перем1Ё.щен1и точки. 

Если точка можетъ перемещаться вдоль по поверхности и въ 
одну сторону отъ этой посл1эДней, то она останется въ равнов'Ьс1и, 
если сила, къ ней приложенная, будетъ направлена по нормали къ 
поверхности, и притомъ — въ сторону противоположную той, по кото- 
рой точка можетъ покинуть поверхность. Услов1е равнов'Ьс1Я при 
этомъ, по отношешю къ возможной работ!;, выразится тЬмъ, что при 
всякомъ возможномъ перем'Ёщен1и точки работа силы къ ней прило- 
женной будетъ равна нулю (когда возможное перем'Ьщен1е идетъ по 
поверхности перпендикулярно къ сил-Ь) или будетъ отрицательная 
(когда возможное перемЬщен1е идетъ прочь отъ поверхности, и стало 
быть, подъ тупымъ угломъ къ силЬ). 

Разобранные выше частные случаи равнов'Ьсхя свободной или 
несвободной точки уясняютъ намъ сл'Ьдующее общее заключен1е от- 
носительно УСЛ0В1Й равнов1^с1я матер1альной точки. Если силы, Д'Ьй- 
ствующ1я на матер1альную точку, взаимно уравнов'Ьшиваются, то ихъ 
равнод'Ьйствующая не можетъ произвести ни одного изъ возможныхъ 
для точки перем1ещен1й. Следовательно, если мы представимъ себ^ 
какое либо изъ такихъ перем'Ёщен1й совершившимся, то работа рав- 
нодействующей, или сумма работъ слагающихъ, не можетъ при этомъ 
быть положительною, ибо упомянутое перемещен1е обусловливается 
не данными силами. Всякое возможное перем1^щен1е должно быть вы- 
бираемо при этомъ такимъ образомъ, чтобы на его протяжен1и ве- 
личина и направлен1е разсматриваемыхъ силъ не изменялись; сл1^- 
довательно вообще перем^ещен1е должно быть выбрано безконечно 
малымъ. Итакъ, силы, д-ействующхя на свободную или не- 
свободную м а т е р 1 а л ь н у ю точку, б у д у т ъ в ъ р а в н о в е- 
с1и, если, при всякомъ возможномъ безконечно ма- 
л о м ъ п е р е м ^е щ е и 1 и т о ч к и и 3 ъ е я д а н н а г о п о л о ж е н 1 я. 
работа у п о м я н у т ы X ъ силъ будетъ равна нулю или от- 
рицательной в е л и ч и н 1Ь. 

Обозначимъ черезъ Д, /^2 . . . Д силы, дМствующ1я на данную 
матер1альную точку, и черезъ (?8 — одно изъ произвольно выбранныхъ 
возможныхъ безконечно малыхъ перем-ещешй точки. Тогда вышеупо- 
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мянутое услов1е равнов1Ьс1я выразится рядомъ такихъ соотношений: 

[/; 008(08/,) + /"2^08 (05,/;) + • • • •Ас08((?5/п1]А^5 = ^, (65) 

ИЛИ короче: 

[1:Г(^ов(б8^)]§8^0, (65)' 

которыя должны существовать для каждаго изъ возможныхъ для 
точки перем'Ёщен1й (^5: или другими словами, неравенство (65) доллг- 
но быть удовлетворено любымъ изъ возможныхъ перемЬщен1Й о5. 

Такъ какъ величина и направлен1е каждой силы (какъ вообще 
всякаго вектора) вполн'ё опред'Ьляются тремя составляющими по 
тремъ даннымъ осямъ координатъ, то и услов1е равнов'Ёсхя силъ, 
опред'Ьляя эти посл'ёдн1я, должно давать соотношен1е между ихъ со- 
ставляющими по даннымъ осямъ. Пусть Х^, Х^. . .Х^, будутъ соста- 
ВЛЯЮЩ1Я силъ по осп X — овъ и У^, Т^. . . . Тп, ^1^ ^2- • ' ^п — по 
двумъ другимъ осямъ; пусть 8х, оу, ё^ будутъ проложен1Я на соот- 
в'Ётствующхя оси какого нибудь возможнаго перем'Ьщен1я точки: тогда 
работа силы Х^ при этомъ перем1^щен1и, равная произведен1ю изъ 
силы и проложен1я перем'1>щен1я на силу, будетъ очевидно Х^ §х, и т. д. 
Такъ какъ работа равнодействующей равна алгебраической суммЬ 
работъ слагающихъ, то услов1е (65) выразится черезъ 



(Х, + Х,-г. . ^Х,)ох + (У, + Т,+ . . .Г,)5^ 



(66) 



< 

или вообще: 



(2:х) ох + ( хг) 5// + {1:2] о^ = о, (вву 

тхЬ суммы, какъ и въ (65)', берутся алгебраически. Давая величи- 
намъ ох,02/,§^ различныя положительный и отрицательный значе- 
н1я, мы очевидно можемъ перепробовать всё возмолшыя для разсма- 
триваемой точки перем'Ьщен1я. 

Если точка свободна, т. е. если для нея всЬ перем'Ьщешя воз- 
можны, то услов1е (66)' можетъ существовать только въ вид1^ ра- 
венства. Действительно, если для нЬкоторыхъ величинъ 8х, 8у, 8^ 
л'Ьвая часть (66)' дЬлается отрицательною, то для тЬхъ-же величинъ, 
но съ обратными знаками, которыя тоже возможны, она д'Ьлается 
положительною. Сл-Ьдовательно услов1е въ вид^ неравенства можетъ 
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существовать только тогда, когда возможное для точки перем'Ьщенхе есть 
такого рода, что его проложен1я не могутъ одновременно м'Ьнять своего 
знака, т. е. когда вм1^ст'ё съ даннымъ перем'Ьщен1емъ не возможно 
ему прямо противоположное. Возвращаясь къ случаю свободной точ- 
ки, мы видимъ, что сумма трехъ произвольныхъ и независящихъ 
другъ отъ друга величинъ, хотя и безконечно малыхъ, тогда будетъ 
равна нулю, когда каждый членъ суммы отд-Ьльно равенъ нулю, 
т. е. когда 

ибо сами ^х, 5/у, 0^ всегда быть равными нулю очевидно не могутъ. 
Такимъ образомъ приходимъ къ изв-Ьстному уже намъ услов1ю рав- 
нов'Ьс1я свободной точки. 

Если точка не можетъ сойти съ плоскости, то представляя себ^Ь 
оси координатъ такимъ образомъ, чтобы ось ^ — овъ была перпенди- 
кулярна къ плоскости, будемъ им'Ьть всегда 5^ = О, а сл-Ьдовательно 
{^2)0^=0, какова бы ни была 22'; услов1е же (66)' обратится въ 

при чемъ, такъ какъ движен1е въ плоскости возможно во вс1^ стороны, 
то ^х и Су, будучи произвольны, могутъ быть вм'Ёст'Ё отрицательны 
и положр1тельны; поэтому услов1е можетъ существовать только въ видЬ 
равенства, и каждый членъ суммы долженъ обращаться въ нуль; т. е. 
должно быть: 

2Х=0 и ЪТ^О, 

откуда видимъ, что точка будетъ въ равнов'ЁС1и, когда на нее дЁй- 
ствуетъ какая нибудь сила 22, перпендикулярная къ плоскости сво- 
бодныхъ перемЬщен1й. 

Предположимъ, что, при томъ же выборе осей координатъ, точ- 
ка можетъ оставить свою плоскость, но только — въ сторону положи- 
тельнаго направлен1я оси ^ — овъ, при чемъ въ самой плоскости она 
можетъ перем'Ёщаться во вс1^ стороны. Этому предположен1ю будетъ 
соотвЬтствовать очевидно услов1е, что ^в можетъ быть только поло- 
жительнымъ, а 8х и бу могутъ быть как1я угодно, независимо другъ отъ 
друга и огь ^^. Такъ какъ перем'Ьщен1е 8^=^ О есть одно изъ воз- 
можныхъ, то должно между прочимъ оправдываться услов1е 

У^Х.^х+Уу.оу^^О, 
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которое, какъ прежде, при совершенной произвольности 5:^? и о?/, при- 
водить къ заключен1ю, что 1^Х = и 2Г— б', всл^дств1е чего (66)^ 
обращается въ 



2 



< 

гд'Ь 0^ можетъ быть только положительнымъ (или нулемъ). Следо- 
вательно 

< 

т. е. точка будетъ въ равнов'Ьс1и подъ д'Ьйств1емъ силы, перпенди- 
кулярной къ плоскости ея возможныхъ перем'Ьщен1Й и направленной 
въ ту сторону, въ которую точка не можетъ сойти съ плоскости. 

Если точка не можетъ сойти съ данной лин1и, которую мы мо- 
жемъ выбрать за ось 2 — овъ, то ох^==^0 и о^ = 0\ следовательно 
услов1е (66)' обращается въ 1^2.$^^ О, или по произвольности о^' 

въ ^2 === 0. При этомъ очевидно, 2;Х и 2Г могутъ быть как1я угодно. 



§ ^8. Общее условге равнов%с1я свободной или несвободной 
системы связанныхъ между собою матер1альныхъ точекъ. 

Точки системы связаны другъ съ другомъ, когда одно изъ 
перем^Ёщен1Й какой либо изъ этихъ точекъ влечетъ за собою необ- 
ходимо перем^Ьщен1Я другихъ. Но это опред1^лен1е связности системы 
вообще не исключаетъ возможности существован1я для данной точки 
такого перем'Ьщен1я, при которомъ остальныя точки, всЬ или неко- 
торый, останутся на своихъ прежнихъ м^Ьстахъ. Большее или мень- 
шее число такихъ перем'Ьщен1й точекъ системы, при которыхъ одни 
пер,едвижен1я необходимо вызываютъ друг1я, обусловливаетъ большую 
или меньшую степень связности системы. 

Система будетъ въ равновЬс1и, если про каждую ея точку мы 
можемъ сказать, что равнодМствующая къ ней приложенныхъ силъ 
не направлена ни по одному изъ возможныхъ для точки перем1^ще- 
н1й. Трудность опред1^лен1я случаевъ, когда вышесказанное услов[е 
осуществляется, заключается въ томъ, что равнодМствующая силъ, 
дМствующихъ на данную точку системы, опред1^ляется не однЬми 
только данными силами, приложенными непосредственно къ этой 
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точк-Ь, но и силами, приложенными къ другимъ точкамъ системы, 
связаннымъ съ первою. Такимъ образомъ мы должны прежде всего 
изсл'Ьдовать, как1я силы прибавляются къ даннымъ непосредственно 
приложенныыъ къ точки силамъ, — прибавляются всл1^дств1е д1Ьйств1Я 
силъ на друг1я точки, связанныя съ первою. Услов1я связности 
системы должны быть при этомъ даны вполне; т. е. мы должны 
знать, как1я перемЬщен1я точекъ системы изъ ея даннаго положен1я 
обусловливаются каждымъ изъ возможныхъ перемЁщен1Й любой ея 
точки въ отдельности. 

Представимъ себ'Ь силу, приложенную къ данной точке Л си- 
стемы по одному изъ ея возможныхъ перем'Ь1цен1й 58. Въ такомъ 
случать упомянутое перемЬщен1е будетъ им'Ьть м-Ьсто, и вызоветъ со- 
бою еще перем'Ьщен1я (^^^^^^з-.. и т. д. нЬкоторыхъ другихъ то- 
чекъ Д С, В и т. д. системы, направлен1е и величину которыхъ 
мы можемъ определить по направлен1Ю и величин1^> (?5^, на основа- 
н1и данныхъ заранее условШ связности системы. Но такъ какъ т'Ьже 
самыя неремЬщен1Я остальныхъ точекъ могли бы быть вызваны не- 
посредственно силами, приложенными къ каждой изъ нихъ вдоль по 
упомянутымъ перем'Ьщен1ямъ, то заключаемъ, что сила, приложенная 
къ данной точк-Ь системы вдоль по одному изъ ея возможныхъ пе- 
рем1^щен1й, д'Ьйствуетъ на друг1я точки той-же системы такъ, какъ 
рядъ силъ, приложенныхъ къ этимъ точкамъ вдоль по т'Ьмъ изъ ихъ 
возможныхъ перем'Ьщен1й, совместное существован1е которыхъ съ 
первымъ вызывается услов1ями системы. Къ точкамъ В, С, Л и т. д. 
мы можемъ приложить силы, направленный противоположно перем'Ь- 
щешямъ ^8^, 68^. . . ш т. д., вызваннымъ перем'Ёщен1емъ (?51. Тогда 
при опредЬленномъ выбор'Ь величины упомянутыхъ силъ можетъ слу- 
читься, что возможность перем1^щен1й (?52,<55з... и т. д. не будетъ 
уже им'Ьть м1^ста, т. е. что вновь приложенный силы уравнов'Ьсятъ 
силу, действующую на Л. Такое заключен1е очевидно останется при 
своемъ значеши не зависимо отъ того, будутъ ли перем'ещен1я ^^г, 
082 ^ <?5з ^ • • • ^Д^^^^^'^^^^н^ возможными ДЛЯ систсмы, или рядомъ съ 
ними будетъ существовать возможность для другихъ перемещешй, 
который вызовутся другими силами. Равнов'ес1е вышеупомянутыхъ 
силъ сл1>довательно не нарушится, если мы, увеличивъ степень связ- 
ности системы, сделаемъ перем'ещен1я ^8^, (^^з ... единственно для 
ней возможными. Изменяя величину силы, приложенной къ точке Л 
по направлен1ю 08^, мы должны изменить и величину уравнов1">ши- 
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вающихся силъ, приложенныхъ къ другимъ точкамъ обратно перем'Ё- 
щен1ямъ (552,§5з и т.д., но очевидно не направлен1я этихъ силъ, ибо 
направлен1Я нерем^Ьщен!!! ^5^, (^^з . • . не зависятъ отъ величины про- 
изводящихъ ихъ силъ. 

Предположимъ теперь, что къ точк'Ь Л приложена Н'Ькоторая 
сила, направленная перпендикулярно къ ея возможному перем'Ьщенхю 
(?51. Въ такомъ случа1^ упомянутая сила не произведетъ этого пере- 
м1Ьщен1я и не вызоветъ сл'Ьдовательно также перем'Ёщен1й ^^з, (^^з- . . 
другихъ точекъ; т. е. сила, приложенная къ точк'Ь А, въ данномъ 
случа1^ будетъ дМствовать на друг1я точки системы ^5, С, В и т. д. 
такимъ же образомъ, какъ рядъ силъ, приложенныхъ непосредствен- 
но къ этимъ точкамъ и направленнымъ вообще подъ прямыми или 
тупыми углами къ ихъ возможнымъ перем'Ьщен1ямъ о^з, (^^з — Но 
подъ тупыми углами эти силы не могутъ дМствовать, ибо разлагая 
каждую изъ нихъ на дв'ё, такъ чтобы однЁ пзъ ихъ составляющихъ 
были перпендикулярны къ соотв'Ьтствующимъ возможнымъ перем'Ьще- 
н1ямъ ^52,(553 и т. д., а друг1я имъ прямо противоположны, мы 
найдемъ, что эти посл'Ьдн1я или должны быть уравнов1Ьшены силою, 
приложенною къ ^. вдоль по перем^щен1ю (5^^, чего мы не предпола- 
гаемъ, или должны вызвать это перем'Ьщен1е, чего мы тоже не предпола- 
гаемъ, ибо сила, дМствующая на Л, перпендикулярна къ о^^. Итакъ 
силы, приложенныя къ одной точк'Ь системы, перпендикулярно къ 
какому нибудь изъ ея возможныхъ перем'Ьщешй, могутъ быть зам'Ь- 
нены, по отношен1ю къ другимъ точкамъ, только силами, направлен- 
ными перпендикулярно же къ т'Ьмъ изъ возможныхъ перемЬщешй 
этихъ точекъ, которыя вызываются, по услов1ямъ системы, выше- 
упомянутымъ перем'Ь1цен1емъ первой точки. Если сл^Ьдовательно пере- 
м'Ьщешя (?^1, (5§2-.-^^п т1Ьмъ не мен1>е будутъ какъ либо произведе- 
ны, то работа каждой изъ упомянутыхъ прежде силъ будетъ при 
этомъ равна нулю. 

Предположимъ теперь, что на точки 1, 2, 3...» данной си- 
стемы дМствуютъ силы 1\,Ъ\.,.1Р^, и разыщемъ общее услов1е 
равнов'Ьс1Я этихъ силъ. Для этого, какъ мы видели выше, нужно 
разсмотрЬть равнов'Ьс1е каждой точки системы, принимая во внима- 
ше кром* силъ, непосредственно къ этимъ точкамъ приложенныхъ, 
еще силы, обусловливаемыя другими точками системы. Итакъ, обра- 
тимся сперва къ услов1ямъ равнов'Ьс1я точки 1, на которую, кром^ 
силы 1^1, д'Ьйствуютъ еще силы, обусловленный силами Р^,!"^,,. Р^, 



28 Глава П. Принципы Динамики. 159 

приложенными къ другимъ точкамъ. Силы такого рода, приложенный 
къ точк'Ь 1, мы обозначимъ соотв1^тственно черезъ /*2^ /з • • • /'ш гд'ё 
/*2 обусловливается силою Р,^ , и т. д. Пусть (^^^ будетъ одно изъ воз- 
можныхъ перем1^щешй точки 1; тогда одно изъ условШ ея равнов'Ё- 
с1я будетъ въ томъ, чтобы 

[Р, С08 {Р, ,§5,) + Г, С08 {Г,М) 4- • • • Д С08 (А ,§5,)] ^5, = о, (67) 

причемъ такихъ услов1й будетъ столько, сколько для разсматривае- 
мой точки существуетъ возможныхъ перемЬщен1й, 

Рядомъ съ данною системою вообразимъ еще новую систему 
совершенно свободныхъ п — 1 точекъ: 2', 3'. ..^г'. Каждую изъ этихъ 
точекъ соединимъ нерастяжимыми и несгибаемыми прямыми лин1ями 
К^з'-'-^п соотв'Ьтственно съ точками 2, 3,...^г; съ другой сторо- 
ны, т1Ьже точки 2', З'...^г' соединимъ такими же нерастяжимыми и 
несгибаемыми нитями /з' ^з'- • • ^п' съ одною и тою же точкою 1, Точки 
вспомогательной системы можемъ всегда выбрать такъ, чтобы лйн[и 
^2, /з • • 4 не были соотв^Ьтственно перпендикулярны къ направлен1ямъ 
перем'Ьщен1й $8^, §8^. • .^Зп, обусловленныхъ перемЬ1цен1емъ (?51, и ни 
одна изъ ЛИН1Й 1^,1^\. .1^ и^ была бы перпендикулярна къ (?51. Такъ 
какъ ВСЁ лин1и / и V не изм1>няютъ своей длины, то оба конца каждой 
изъ этихъ лиши могутъ перемещаться только такимъ образомъ, чтобы 
слагаюпця этихъ перем'Ьщен1й вдоль по самымъ лин1ямъ были одинако- 
вы, пбо упомянутыя слагающ1я, будучи разной величины, обусловили бы 
пзм1^нен1е длины лин1й. Сл1Ьдовательно, если мы назовемъ черезъ осгз, 
<?(1з • . • {^'Тп и т. п. перем'Ьщен1я точекъ 2', 3'. . .^', которыя вызываются 
перем'Ьщешями ^8^ , ($83 • • • <5511 -, то проложен1я ^з^ и (5а2 , ^^з и (?б"з , . . (?5п и 
^огп на соотв1Ьтствующ1я лиши /з ^ ^з • • • ^п будутъ попарно равны, т. е. 

(?52 С08 (?2'^^2) = <5<?2^^^ С^г^^^зЗ 9 

(?5з 008 С^з^^^^^з) = <^^з С08 (г^М^) , (68) 

<55п С08(/п,<?5„) — (?(1п С08( гп,<?<?и) -• 

Точно также неизменность длины лин1й /' влечетъ за собою услов1е, 
чтобы проложен1Я перем'Ьщен1Й о^^ и ^с^ , (^^х ж ^(5^... Вз^ и 0(7^ на 
соотв^Ётственныя лин1и 1^\ 1г^..1п были попарно равны, т. е. чтобы 

(?51 С08 (^а'?^^!) = ^^2 ^08 (^2''^^ а) • 

(?51 008 (1^^,8з^) = (5(1з 008 (?з'5^<^з) 3 (69) 

<55^ 008 Оп^^З^) = 8Сп 008 (^п'^^^^^п) • 
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Ером-Ь того очевидно, что разсматриваемыя перем1^щен1я 8а2-,^^з' • -^сгп. 
будучи обусловлены только своими составляющими соответственно 
по каждой пар-Ь лин1Й I и /', должны лежать въ плоскостяхъ этихъ 
ЛИН1Й. Сл'Ёдовательно, если мы обозначимъ черезъ {I V) уголъ между 
двумя ЛИН1ЯМИ / и /\ то должны существовать слЬдующ1я соотноше- 
Н1Я между углами {1М) , {1'М) и (/,/') (рис. 59): 

(г,5а) + (г',о^} = (?,?') 
или 

смотря но тому, лежитъ ли оа внутри или внЬ угла [1,1^). Такимъ 

образомъвъ2(^— 1)уравнен1яхъ (68) 
и (69) им'Ьемъ %{п — \) неизвЬст- 
ныхъ, т. е. п — 1 перем1>щен1й 8а и 
__ п — 1 йхъ угловъ соотв1Бтственно съ 

1Лт одною изъ лин1Й / или ?; сл^Ьдова- 
Рпс. 59. тельно величина и нанравлен1е нере- 

м^ЬщенШ (?С2 , <?<7з . . . б^п изъ этихъ уравненШ определятся внолн!,. 
11рибавлен1емъ упомянутыхъ точекъ 2', 3'. ..^г' мы не изм1^нимъ 
услов1й равнов'ЁС1Я системы; т. е. если нерем'Ьщен1я 551... ^^п не 
могли быть произведены безъ точекъ 2'. . . п\ то они не будутъ про- 
изведены и съ этими точками. Точно также мы не изм'Ьнимъ равно- 
в'Ьс1я, если къ каждой нар^Ь точекъ 2 и 2', 3 и 3'...'>г и ть прило- 
жимъ вдоль по лин1ямъ 1,,1^...К соотв'Ьтственно равныя н протн- 
воноложныя силы -г ^2 и — Р^, +Р^м — Рз^ • * - + ^11 и — Рп . 
Зат1Ьмъ выберемъ величины силъ Р^, Р^.Р^. приложенныхъ къ точ- 
камъ 2, З...^г, такъ, чтобы онЬ, слагаясь съ силами Р.^, Р^. . .Рп 
давали равнод'Ьйствующ1Я, перпендикулярныя къ неремЬщен1Ямъ о^з, 
С5з...05п. Такой выборъ мы всегда можемъ сдЬлать, если лиши 1^, 
/о . . . /п выбраны нами не въ направлен1и силъ Р^, Р^. . . Рп. Въ 
противномъ же случа'Ь силы Р могутъ быть выбраны равными и 
противоположными силамъ Р, т. е., какъ-бы ни были направлены 
ЛИН1И / относительно силъ Р, мы выберемъ силы Р такъ, чтобы 
равнодМствующ1я Р и Р" не могли произвести перем1ицен1й въ ту 
или другую сторону вдоль по лин1ямъ (552 , (?5з . . . 05п . Сл'Ёдовательно 
сумма работъ соотвЬтствующихъ силъ Р и Р, при положительныхъ 
или отрицательныхъ перем1Ьщен1яхъ ^з^ . . . ^^п , должна быть равна 
нулю: т. е.: 
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Ра С08 (12,08. ^ . 0^2 -г ^2 ^^^ (^2^^Ю . (^^2 = ^ , 

Рз С08 С^з^^^з) • ^^3 + ^3 ^^^ (^з?<^Ю . <?5з = о , (70) 

Рп С08 (г„,05з) . С5п + ^п С08 (_Гп,08п) ,08^ = 0, 

При чемъ очевидно, всяк1е углы (Р^ое) и {1,8$) равны, ибо напра- 
Блен1Я Р и I одинаковы по условгю. 

Теперь равнов'Ьс1е силъ, вдоль по перем^Ьшенхю 5^1, не будетъ 
уже обусловлено только силами, приложенными къ точкамъ 2, З...^г, 
но и силами, приложенными къ точкамъ 2', 3'. . . п^. Другими сло- 
вами, видъ услов1я (67) равновЬсхя точки 1 для перем1&щен1Я о^^ 
изм1^нится: къ силамъ /^2, /"з • • •/1м входящимъ въ это услов1е, теперь 
прибавятся н'Ькоторыя силы Р2-^Ръ' - -Рп-. обусловливаемыя силами 
Р^. . ,Р^, и силы^з'^ ^^з'- • 'рп-' обусловливаемыя силами — Р^, — Рз ^ • • 
— Рп. Такпмъ образомъ услов1е (67) можетъ быть заменено тожде- 
ственнымъ съ нимъ услов1емъ: 

1;р, со8(Р,,551) + /; со8(/;,^51)+ • - .Лсо8(д,05,) 

-\-Ръ ^0^ {Р2^^^д + • • 'Р^^ С08(^?п,051) (П) 

4-^>2'С08(р2^<551)^- . . .^п'с08(^п^С51)] 0^1 = 0. 

ДМствительно, (71) отличается отъ (67) членами, которые равны 
нулю, ибо силы Р ж — Р сами по себ^ не могутъ произвести ника- 
кихъ перем'Ьщешй системы; а сл'Ьдовательно возможная работа силъ р 
и р\ ими обусловленныхъ, равна нулю. Но съ другой стороны, члены 

[/"з С08 (/"з ,^5^) + • • • А С08 (/;, ,05^) 

выражешя (71) представляютъ теперь работу силъ, обусловливаезшхъ 
равнодействующими всякихъ силъ Ри Р, приложенныхъ къ точкамъ 2, 
3 . . . 7г; а такъ какъ эти равнодЬйствующ1я не могутъ произвести 
перем^ЬщенШ вдоль <?52, (?8з...<?5п, то следовательно он']^ не могутъ 
обусловить перем'Ьщешй въ ту или другую сторону вдоль по <?51; 
поэтому работа (72) должна быть равна нулю. Такимъ образомъ 
условхе равновЬс1я точки 1, вдоль перем-Ьщенхн ов^, принимаетъ видъ: 

\Р,^О^(Р,:08,')+р,^тв(2У,^,08,)Л" . 'Р^еО8(р^,88,)]88, = 0', (73) 

т. е. обусловливается только силами Р\, — Рз , . . — Рп. 

Равнов'Ьсхе системы не нарушится, если мы къ каждой пар'Ь то- 
чекъ, 1 и 2', 1 и 3'. . . 1 и п', приложимъ вдоль по лин1ямъ /з', ^з'- • • ^а 

11 
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соотв Ьтственно равный и противоположныя силы + ^2 " — ^2 ^ + (^з ^^ 
— ^3 ^ • • • + ^п и — ^^. ЗатЬмъ выберемъ силы — ^з ^ • • • — Яп-> 
приложепныя къ точкамъ 2', 3'. . . :?г', такъ чтобы он1Ь, слагаясь съ 
д^Ьйствующими уже тамъ силами — Р^ , — Рд , . . — Д , давали равно- 
д'Ьйствующ1я, иерпендикулярныя къ иерем'Ь1цен1ямъ ссо , 8<у^. . . осг„ , 
опред1Ьляемымъ уравнен1ями (68) и (69), т. е. такъ чтобы 

[— ^^ С08 (1^':0а^ — Рз 008 (^з^^^^г)] ^Ч ^ ^ 7 

[- (Зз С08 С^з'^^^з) - Рз С08 [1,М,)] ее, = о , (74) 

[— ^п С08(гп',0ап) — Рп СО8(гп,0С7п)] ОСп ^ О . 

Называя черезъ ^2->^з---Ъ^ так1я силы, который, будучи приложены 
къ точк1, 1, произведутъ такое же пзъ ея возможныхъ перемЬщешй 
какъ то, которое обусловятъ силы — ^2^' — ^п. мы можемъ заме- 
нить услов1е равнов'Ьс1я (73) тождественнымъ съ иимъ услов1емъ, 
прибавляя къ нему члены вида 

который ДОЛЖНЫ представлять работу силъ, обусловливаемыхъ вс'1зми 
вновь введенными силами +^ и — ^, при чемъ эта работа очевидно 
должна быть равна нулю. Но работа всЬхъ силъ — Р и — ^, т. е. 

4- ^^со8[^2^о8^')-{' ' . ^^пС08[^п^88)]б8^ 

должна обращаться въ нуль на основаши такихъ же соображенп!, какъ 
и работа (72). Сл^Ьдовательно, услов1е (73) зам'Ьнится услов1емъ 

[1\ СОЗ (Р1,0\) + д, е08 02',08,) + . . . ^п С08 (1п\08,)] 88, ^^ О , (75) 

и будетъ теперь зависать только отъ силъ, непосредственно прило- 
женныхъ къ точк1Ь 1. Но, на основан1и (68) и (69), урр. (74) 
превращаются въ 

^2 ^^^ (^г'? ^^1) ^'^1 ^2 ^^^ С^2 ''^^2) ^^2 = ^5 



— ^п С08 (1п\08{) 08, — Рп С08 (.г„,<?5п) 05,, = О . 

Складывая вс1^ эти уравнен1я другъ съ другомъ и съ урр. (70), на- 
ходимъ: 

[^2С08(г2'051)+ • • . ^пСО8(/п\055)]0\ 

^1'.^С0В{Р.^,08,^)С8.^-^' ' . . (Р„С08Рп,05п)08„, 
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всл'Ьдств1е чего услов1е (75) превращается въ 

ПЛИ (76) 

Повторяя по очереди тЬже разсуя{ден1я, какъ выше, относительно 
услов1й равнов1>с1я точекъ 2, 3 . .. . /?, при перем'Ьщен1яхъ 052 , «^^з . . . <?5п , 
мы очевидно пр1йдемъ каждый разч. къ одному и тому же услов1ю 
(76). Точно также подобное же услов1е будетъ получаться, если мы 
вм1^эСто взаимно обусловливающихся перемЬщен1й о^^ . . . (?5п возьмемъ 
рядъ другихъ совм'Ьстныхъ перемещен!!! сз^', $8^ . . . (?5п и т. д., при чемъ 
Н'Ькоторыя изъ нихъ могутъ быть совм'Ёстны только для Н'ЁСКОЛЬКИХЪ 
изъ точекъ системы и не зависЬть отъ всякихъ перем'Ёщен1Й дру- 
гихъ точекъ. Однимъ словомъ, подъ величинами (581, <?52 • ■ • <^^п въ (76) 
мы можемъ поэтому разуметь вообще всяк1я возможный для системы 
одновременный перемЬщен1я, и общее услов1е равновЬсхя, выраженное 
въ (76), будетъ состоять такимъ образомъ въ томъ, чтобы сумма 
р а б о т ъ в 3 а и м н о у р а в н о в 'Ь ш и в а ю щ и X с я с и л ъ б ы л а рав- 
на нулю или отрицательна и^и всякихъ возможныхъ 
для системы пер ем^Ьщ еп1яхъ. 

Услов1е (76) можетъ быть представлено въ другомъ вид'Ё, съ 
П0М0Щ1Ю составляющихъ силъ и перем-ЬщенШ по осямъ коорди- 
натъ. Пусть X, У, 2 будутъ три составляющ1я по осямъ координатъ 
силы, приложенной къ одной изъ точекъ системы, и пусть §^, (?^, (5^ 
будутъ проложешя на оси координатъ одного изъ возможныхъ пе- 
рем'Ьщешй этой точки. Тогда очевидно, условие (76) можетъ быть 
представлено въ вид'Ь 

У(Хсх 4- У^у + ^^^) ^ о, (76) 

гд-Ь алгебраическая сумма берется по всЬмъ силамъ и пр всЬмъ еди- 
новременно существующимъ перем'Ёщен1ямъ системы. 

Услов1е равнов'Ьс1Я мгновенныхъ силъ очевидно выразится т1Ьми 
же формулами (76). Обозначая черезъ I безконечно короткое время 
д'Ьйств1я мгновенной силы Р и черезъ ^— величину ея импульса, мы 
им1эемъ: 
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причемъ величина I можетъ быть предположена какою угодно, если 
данъ только импульсъ /. Предполагая поэтому, что всЬ импульсы 
силъ, приложенныхъ къ точкамъ систеты. совершаются одновременно, 
и называя черезъ ^.,^у,^г ихъ слагающ1я по осямъ координатъ, 
мы можемъ представить услов1я равнов1имя импульсовъ 
въ сл'Ьдующемъ вид*: 

^/С08 (/,^8) ^3 = 0, 



или 



(76)' 



§ 39» Равнов*С1е веревочнаго многоугольника, какъ примерь 
общей теор1и равиовЪЫя. 

Представимъ себЁ п матерхальныхъ точекъ, координаты кото- 
рыхъ пусть будутъ Ж1,2/1,^1...^п,^п.^и; первая изъ этихъ точекъ 
соединена со второю, 2-я съ 3-ю и т. д., п-1-тя съ п-ю гибкими, 
нерастяжимыми нитями ?,,/,.../„_,; къ каждой изъ точекъ соответ- 
ственно приложены силы, слагающ1Я которыхъ по осямъ координатъ 
суть Х^ У,.2:,,...Х,,,1\.2,. Найдемъ соотношеше между силами 
и направлениями' линШ /,,.../„-1, соответствующая равновЪсш си- 
стемы, и притомъ такъ, чтобы въ положеши равнов'Ьс1я нити, сое- 
ДИНЯЮЩ1Я точки, были натянуты. 

Начнемъ съ опред*леп1я соотношеп1й между возможными пере- 
мещениями данной системы. Разстоян1я между последовательными 
точками системы не могутъ быть больше К,1,...К по причине не- 
растяжимости нитей; но могутъ быть менее этихъ величинъ по при- 
чине сгибаемости нитей. Такъ какъ нити въ положен1и равновесш 
по условию натянуты, то разстоян1е между 1 и 2 точками будетъ при 
этомъ I, и выразится съ помощ1ю координатъ этихъ точекъ следую- 
щимъ образомъ: 

Если точки, на концахъ лиши 1^, переместятся на ^ж^, 5^1, 0^1, ^х-г .^ . , 
то разстояше между этими точками изменится и будетъ /, -4- с^ , 

при чемъ ^ 

(/^ ^ §?^)2 = {X, + сх, -X,- сх^? + {у г + ^Уг -Ух- "-УгУ 
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Вычтемъ предыдущ1я равенства другъ изъ друга, и отбросимъ квадра- 
ты и произведен1я безконечно малыхъ перем'ЬщенШ, такъ какъ они 
будутъ очевидно безконечно меньше первыхъ степеней т'Ьхъ-же ве- 
личинъ. Тогда получимъ: 

ИЛИ такъ какъ {х.^ — х^), {у^ — у^, {^^ — ^^ суть проложен1я ли- 
нш 1^ на ОСИ координатъ, то называя черезъ а^ , р^ , 71 У^*^^ ^"^^^ 
лин1и съ осями координатъ, им'Ьемъ: 

Х^ — ^^1 = ^1 С08 а^ , у^ — :?/! = ^1 <^08 |3^ , <^2 -^1 = ^1 С08 у^ , 

всл-Ьдстихе чего (77) обращается въ 

§г^ = {^х,^ — ох^) С08 а^ 4- (^^2 — ^Уг^ ^^^ р1 + (^■'^'2 — ^^х) <^08 71 . (78) 
Точно также найдемъ для перем'Ьщен1й концовъ остальныхъ нитей: 

§г, = (ол;. — ох.;) С08 а^ + {^у., — о^/^) со8 ^^ + (^-^з "^ ^-^2) ^^8 уз ?• 

(??:,_! г= (0:;С„ — 0Л;п-1) С08 ап_1 + (^т/п — ^^/п-х) С08 !3п_1 (78) 

+ (0^„ — О^п-О С08 7п-1 , 

при чемъ величины Ш^...о1^_^^ совершенно независимы другъ отъ 
друга, но должны быть всЬ отрицательны или нули, ибо разстоян1Я 
посл1^довательныхъ точекъ могутъ только уменьшаться или оставать- 
ся неизменными, но не увеличиваться. Число уравнен1й (78), опре- 
д-Ьляющихъ соотношен1я между 3/г совм'Ьстно возможными перем^- 
щен1ями точекъ системы, будетъ и — 1; сл'Ьдовательно съ ихъ помо- 
щ1ю мы опред'Ьлимъ п — 1 перемещен1Й черезъ друг1я 2^+1, кото- 
рый останутся совершешо произвольными. Такимъ образомъ въ усло- 
В1е равнов1^с1я (76) войдутъ только 2п-\-1 изъ числа 3^ совм-Ьстно 
возможныхъ перем'Ьщен1Й. Исключен1е перем'Ьщен1Й изъ (76) съ по- 
мощ110 (78) произведемъ сл'Ьдующимъ путемъ. Каждое изъ урр. (78) 
умножимъ соответственно на неопределенные множители л^, Лз-.-Лп-! 
и сложимъ съ (76): тогда получимъ: 

У{Х$х п-Тоу-^ 2о^ 

+ Х^ {Ьх.^ —- ох^) 008 а^ -г /-1 (<?3^2 — ^У\) ^^^ р1 Н- А^ ((?^2 — ^^л) ^^^ Т1 

+ ...... 

4- Ап~1 Фх^ ~ ^^п_]) С08 ад_1 + Ап-1 {рУп — ^^п-]) С08 |3п_1 (79) 

+ Ап_1 С^^п — О^п-а) С08 7п-1 
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при этомъ множители Л^ • • • '^и-х опред'Ьлимъ такъ, чтобы коеффи- 
ц1енты при (п — 1) перем1Ьщен1яхъ 8х, оу, 8^. . . обращались въ нули. 
Такимъ образомъ въ (79) останутся только 2п-{-1 совершенно про- 
извольныхъ перем'Ьщен1й, при чемъ неравенство (79) только тогда удо- 
влетворится, когда коеффиц1енты при этихъ произвольныхъ величинахъ 
будутъ нулями. Итакъ, приходимъ къ заключен1ю, что вообще коеф- 
фиц1енты у всЬхъ ^п перем'Ьщен!!! въ выражен1и (79) должны быть 
нули, всл'Ьдств1е чего само это неравенство распадается на Зя сл-Ь- 
дующихъ равенствъ: 

X., + ?^1 С08 а^ — \ соз а^ = О , (80) 



Хп + Хп-1 С08 ап_1 — о, 

1\ — \ 008 (^1 г= о , 

Г^ + >^1 ео8 (З^ — Хз 008 ^^^^0 . (81) 

Гп + Лп-1 008 |3а_1 = О . 

^1 ^Ч ^^^ Т1 =^ ^ ' 

2^ + /^ 008 у^ — \ 008 Уз =^ ^ : (82) 

^п + >Ч.-1 С08 уп-1 = О , 

при чемъ кром'Ь того отъ (79) останется неравенство 

Х,о\ + ХД4-. . .Лп-15гп_1=-0, (83) 

которое удовлетворится только тогда, когда всЬ А опред1^лятся отри- 
цательными, ибо при произвольной отрицательной величин* одной 
изъ с1 остальныя могутъ быть нулями. СлЬдовательно, если при дан- 
ныхъ силахъ услов1е (83) не удовлетворено, то равновЬс1е не воз^ 
можно. 

Предыдущая уравнешя и неравенство прежде всего показываютъ, 
что равновЬс1е, при данныхъ силахъ и направлен1яхъ нитей, не за- 
виситъ отъ длины этихъ посл'Ьднихъ. Зат^мъ, если намъ дано зара- 
Н'Ье распред'Ьлен1е нитей, т. е. даны вс1Ь углы а, р, у, то мы по урр. 
(80)— (82) опред'Ёлимъ соотношеп1я между следующими величинами: 
между Ъп составляющими силами X, Т, 2^ и между п — 1 множите- 
лями X, т. е. между 4^г — 1 неизвестными; а такъ какъ число урав- 
нен1й есть Ъп, то сл-Ьдовательно при этомъ п — 1 составляющихъ 
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останутся совершенно произвольными, и будутъ удовлетворять уело- 
в1ю равнов'Ьс1я, лпшь-бы существовало неравенство (83), т. е. всЬ 
X были-бы отрицательными. Если даны всЬ силы, то неизв-Ьстными 
остаются п — 1 множителей Хи 3 (^г — 1) косинусовъ угловъ а^,^^, 
у-1 . . . ап_1, |3п_1, уп-1, т. е. 4^г — 4 величинъ. Но каждые три коси- 
нуса угловъ одной и той же лйн1и съ осями координатъ связаны 
уравнен1ями вида 

008^ а + С08^ р + 008^ Т = 1 э 

число которыхъ въ данномъ случаЬ будетъ очевидно п — 1. Такимъ 
образомъ для опред1^лен1я 4^ — 4 неизв'Ьстныхъ будемъ им1^ть 4^ — 1 
уравненШ и одно неравенство, т. е. большее число уравнешй, не- 
жели неизв'Ьстныхъ. Отсюда видимъ, что не при всякихъ произвольно 
данныхъ силахъ возможно равнов'Ьс1е разсматриваемой системы. 

Уравнен1я (80) — (82) можемъ представить въ другомъ, механиче- 
ски бол'Ье понятномъ вид'Ь, написавъ сперва три первыя урр. трехъ 
группъ (80) — (82), за тЬмъ — суммы двухъ первыхъ, трехъ первыхъ 
и т. д. до суммъ вс'Ьхъ п уравнешя каждой группы. Тогда полу- 
чимъ п тройныхъ группъ такихъ уравнен1й: 

1\-\со8^,^^0, (84) 

^1 — ^1 С08у^ =г^ О . 



2} 



п-1) 



Х^ -]-- Х^ — Л2 008 (х^-=.0 , 
Г^ -|- Г^ — ^2 С08 рз = ^ , 

. Хп-1 — Лп-1 С05 ап_1 = О , 

• Гп-1 — Ал-1 С08 |3п_1 = о , 

• Гп-1 — Ап-1 С08 Уп-1 = О . 

• X, = о , 



1^ + Г2 + 

-^1 + ^2 + 



?г) Х^-\-Х^А 

^\ + г, ^ 

Уравнения группы 1) даютъ: 



(84) 
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откуда, такъ какъ А^ должно быть отрицательно: 



X, = - уХ^ :г-Т^ + 2^ = ~В,, (85> 

гд-Ь ^?1 представляетъ величину равнодМствующей силъ, приложен- 
ныхъ къ 1-й точк'Ь. Такъ какъ далЬе 

Х^ = В^ С08 (В^^х) , У^=: В^ С08 (В^^у) , 2^=^В^ сов (^?1,^) , 

гд'Ь {В^,х) . . . представляютъ углы В^ съ осями координатъ, то урав- 
нен1я группы 1) превращаются въ 

С08 а^ =:: — С08 {В^^Х) , С08 ^1=^ — С08 {В^,у) , 
С08 у^ = — 008 (^^1,^■) , 

откуда заключаемъ, что первая нить должна быть направлена отъ 
первой точки противоположно силЬ В^, приложенной къ этой по- 
сл'Ьдней. Точно также вторая группа даетъ намъ: 



А^ = - УХХ, + Х,У + (Г, + ^,)' ^ {г, + 2,)' = -!?,, (87) 

гд'Ь В.^ есть величина геометрической суммы (но не самая сумма, 
которая им'Ёетъ кромЬ величины направлеше) силъ, приложенныхъ 
къ 1-й и 2-й точкамъ, и такъ какъ дал1зе 

то группа 2) даетъ 

С08 а2 = — С08 (В^^х) , ео8 р2 =" — ^^^^ (^2?^) ? ^ ^^ ^- ? (^^) 
откуда заключаемъ, что вторая нить должна быть направлена отъ 2-й 
точки противоположно геометрической сумм1^ силъ, приложенныхъ 
къ этой посл-Ьдией точке и къ предыдущей. Наконецъ точно также 
изъ п — 1) группы уравнен1Й (84) выведемъ, что посл'Ьдняя п — 1-ная 
нить должна быть направлена отъ п — 1-ной точки противоположно 
геометрической сумм]Ь силъ, приложенныхъ къ этой точк'Ё и ко всЬмъ 
предыдущимъ. Посл'Ьдняя группа п) уравн. (84) показываетъ, что 
геометрическая сумма всЬхъ силъ, приложенныхъ къ точкамъ раз- 
сматриваемой системы, должна быть равна нулю. Кром'Ь того изъ 
уравнешй (80) — (82) легко вид-^ть, что приложенныя силы должны 
также удовлетворять услов1ямъ 

^{1^ — 2у~)^0, 2 {2х ~Х^)^-0, 1: (Ху — УаО -- О , (89) 
которыя вм1^ст'Ь съ услов1ямн п), т. е. 

2Х=:0, 1.7=0, 1.2=0, (90> 
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показываютъ, что приложенный силы должны им-Ьть свойства взаим- 
ныхъ силъ. 



§ 30^ Общее услов1е движен1я системы. Принципъ д'Аламбера. 

Если матер1альная точка свободна, то всякая сила къ ней при- 
ложенная обусловитъ изв'Ьстное изм'Ьнен1е ея движен1я. Но если 
точка не свободна и сила, къ ней приложенная, направлена во все 
время движен1я только въ сторону невозможнаго для точки перем'Ё- 
щен1я, то такая сила не изм1Ьнитъ очевидно движен1я точки въ ска- 
занномъ направлен1и, ибо въ каждый моментъ движен1я она будетъ 
удовлетворять услов1ямъ равнов1Ьс1я; самое же движен1е будетъ обу- 
словлено мгновеннымъ или непрерывнымъ д'Ьйствхемъ какихъ либо 
другихъ силъ, направленныхъ въ сторону возможныхъ перем-Ьщешй 
точки. Такимъ образомъ, если н^^которая сила Р приложена къ данной 
несвободной движущейся матерхальной точк*, то вообще одна изъ 
двухъ слагающихъ, на который мы можемъ разлоя^ить эту силу, будетъ 
въ каждый моментъ двпжешя уравнов1^шена услов1ямн, ограничиваю- 
щими свободу движен1я точки, а другая будетъ совпадать съ однимъ 
изъ возможныхъ перем1^щен1Й точки и обусловливать приращеше ско- 
рости (геометрическое) по упомянутому направлен1ю; эта посл-ёдняя 
слагающая данной силы Р носптъ назван! е ускорительной с и л ы 
по той причине, что она именно обусловливаетъ изм'Ьнен1е двпже- 
шя тЬла. Зная массу ш двпя^ущейся точки и предполагая изв'Ьстнымъ 
ея ускорен1е д, мы опредк^имъ величину ускорительной силы, какъ 
произведете тд. При этомъ геометрическая разность 

Р ^^ тд 

представитъ очевидно другую слагающую силы Р, не обусловлива- 
ющую изм'Ьнен1я двпжешя; эта поел Ьдняя называется потерянною 
силою. Предыдуцдя соображен1я прртводятъ насъ къ тому заключе- 
шю, что потерянный силы. во все время движен1я ихъ 
точекъ приложен1я остаются въ равнов'Ьс1и. Этимъ за- 
ключен1емъ формулируется принципъ д'Аламбера. 

То что было сказано объ одной движущейся точк'Ь, прилагается 
безъ изм'Ьнен1я къ ц'Ёлой систем1^ точекъ. Именно, каждую изъ силъ 
Р^, Р^. . .Рп, приложенныхъ къ различнымъ точкамъ системы, мы 
можемъ разложить на дв1^ слагающихъ. Одн-Ь изъ этихъ слагающихъ 
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взаимно уравнов'Ьшйваются въ каждый моментъ движен1я; друг1я 
нроизводятъ измЬнен1е движен1я системы. При этомъ услов1я движе- 
Н1я системы могутъ сл-Ьдовательно быть сведены къ услов1ямъ рав- 
нов'Ьс1я потерянныхъ силъ. Итакъ, если мы черезъ ш^, Шз.. ..ш^ 
обозначимъ массы точекъ системы, черезъ 01,(12 ---Яп — ихъ ускоре- 
Н1Я, черезъ (?51, <?52 . . . <?5п — как1я нибудь совместно существующгя 
возможныя перем'Ьщен1я, черезъ а^,%^. . .(Хг, — углы этихъ нерем'Ьще- 
н1й съ потерянными силами, то услов1я движен1я системы, подъ д'Ьй- 
ств1емъ силъ Р^,Р^. . . ^^„, выразятся, на основаши принципа д'Алам- 
бера, слЬдующимъ образомъ: 

(Р^ — ш^д^ со8 а^ 08^ -\- (Г^ <-^ ^^Ь^г) ^^^2 ^^2 



(91) 



или вообще: 



' {Г^7пд) 008 а 08 г~ О ; (92) 



но такъ какъ проложен1е равнодМствующей равно алгебраической 
сумм* проложен1й слагающпхъ, то выше приведенное условие можетъ 
быть представлено въ вид1>: 

/^[^^008 (^^0.$) — 7пд со8 (д,§8)]08 ■=:, О , (92)' 

при чемъ алгебраическая сумма берется по всЬмъ совм-Ьстно суще- 
ствующимъ возможнымъ элементарнымъ работамъ, и услов1е имЬетъ 
м'Ьсто для каждаго момента времени двпжен1я. Вводя проложен1я на оси 
координатъ силъ, ускорен1Й и перем'Ьщен1й, мы можемъ услов1е (92) 
представить въ вид1Ь: 



2[СА-. 



- шд^) о;г + ( Г — шд^) оу -Ь {2 — тдг) о^] ^ О . (93) 



Въ случаЬ одной точки, знакъ суммы въ выражен1яхъ (92) и (93) 
очевидно не им'Ьетъ м'Ьста. 

Если приложенный силы суть мгновенныя, которыхъ импульсы 
даны, то въ такомъ случа'Ь мы можемъ предположить, что продолжи- 
тельность дМств1я для всЬхъ силъ одна и таже Ь, ибо, при данномъ 
импульс1^ ^, величина силы и время ея д'Ёйств1я остаются произ- 
вольными, лиш^»-бы пройзведен1е изъ нихъ было равно ^. Въ та- 



Ъ'' 
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комъ случать услов1е (92) обращается въ 

- — тд ' со8ао^ = 
V / < 

или обозначая черезъ V — У^ обусловливаемое импульсомъ геометри- 
ческое приращен1е скорости: 

У [ ^— т ( Г ~ Го)] С08 а §8= О, 

ибо д(-~ 7'~ У^. Точно также услов1е (93) прнннмаетъ видъ: 
- т {и — и^)] 8х + [^, — ш {V — V^)\ ог^ 

гд1э и, г\ г€ суть слагающ1я скорости по тремъ осямъ координатъ. 

Если, во все время движен1я, точки остаются совершенно сво- 
бодными, то всяк1я пхъ возмолшыя перем'Ьщен1я совершенно незави- 
симы другъ отъ друга и произвольны. Въ такомъ случа'Ь услов1я 
(93) или (92) только тогда могутъ оправдаться, когда каждый изъ 
множителей при произвольныхъ величинахъ ^х^.^х^. . ^оу^,оу2» - • 
обращается въ нуль, т. е. когда 

^1 == Щ9-1 , ^\ = Щ9п , . . . 

(94) 
^2 = Щ9^2^ и т. д.; 

т. е. въ такомъ случа1^ приложенныя силы изм1^ряются произведе- 
н1ями изъ массъ и ускорен1й, ибо эти ускорен1я данными силами 
вполн'Ь обусловливаются. Въ случа'Ь связной системы, равенства (94) 
очевидно вообще не будутъ уже им'Ьть мЬста. 

Если силы, приложенныя къ точкамъ системы, во все время 
ея движен1я взаимно уравнов'Ьшиваются, то для каждаго момента дви- 
жен1я должно существовать услов1е 

У (Х(?:г; + Тсу + 200) = О , (95) 

всл1>дств1е чего услов1е движен1я (93) принимаетъ видъ 

2^ (д^х + д^^у + дго^) = ^7 , (96) 

гд1^ <?у представляетъ ту величину, отрицательную или нуль, въ ко- 
торую обращается выражен1е (95). Если точки системы совершенно 
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свободны, то, при совершенной произвольности возможныхъ перем^- 
щен1й, услов1е (96) им'Ьетъ сл'Ьдств1емъ то, что всЬ ускорен1я долж- 
ны быть въ данномъ случа'Ёг равны нулю, и движен1я всЬхъ точекъ 
системы — прямолинейный и равном'Ьрныя. Но если точки системы не 
свободны, то вообще для удовлетворен1я услов1ю (96) Н'Ьтъ необхо- 
димости, чтобы всЬ ускорен1я были равны нулю, ибо тогда перем'Ь- 
щен1я $х, 0^ ... не будутъ уже вполне другъ отъ друга независимы. 
Такимъ образомъ движен1е связной системы, подъ д'Ьйств1емъ взаимно 
уравнов'Ёшпвающихся силъ, или вовсе безъ дМствхя силъ, не исключаетъ 
возможности изм-Ьнен^я движен1я каждой отд'Ьльной точки системы, 
а сл1^довательно — и существовашя ускорительныхъ силъ. Прим1^ры 
такого рода д'Ьйствхя одн'Ьхъ только ускорительныхъ силъ мы видимъ 
при равном1Ьрномъ движен1и точки по какой нибудь кривой лии1и, 
съ которой она неразрывно сзязана, въ равном'Ьрномъ вращен!!! 
твердаго т-Ёла около неподвижной оси, и т. п. Д'Ьйствительно, въ 
томъ и другомъ случать мы им-Ьемъ д-Ьло съ точкою или точками, 
движущимися равномерно по кривымъ лин1ямъ: ускорен1е въ такомъ 
случае, должно существовать, ибо направлен1е скоростей изм'Ёняется; 
въ § 8 мы вид'Ьли, что это ускорен1е (нормальное) должно быть 
перпендикулярно къ направлению пути и направлено по радхусамъ 
соприкасающихся круговъ, къ центрамъ этихъ посл'ёднпхъ; напра- 
влен1е силы, обусловливающей это ускорен1е, съ нимъ совпадаетъ. 
Но съ другой стороны, кривая лин1я въ первомъ прим1^р'Ё, и круги, 
плоскости которыхъ перпендикулярны къ неподвижной оси, во вто- 
ромъ прим'Ьр^Ё, представляютъ собою единственно возможный перем1з- 
щен1я для движущихся по нимъ точекъ; сл^Ьдовательно, если мы 
представимъ себ'Ь силы, который, обусловливая вышеупомянутыя нор- 
мальныя ускорен1я, будутъ въ каждый моментъ движен1я перпенди- 
кулярны къ направлен1ю единственно возможнаго движен1я, то так1я 
силы всегда будутъ удовлетворять услов1ю равнов'Ьс1я. 

Причина того кажущагося парадокса, что одинъ разъ, принимая 
услов1е (95), мы т'Ьмъ полагаемъ, что приложенный силы взаимно 
уравнов-Ьшиваются и не производятъ следовательно изменен1я дви- 
жешя, а зат1Ьмъ услов1емъ (96) допускаемъ, что на точки системы 
т']Ьмъ не мен-Ье дМствуютъ ускорительный силы, заключается въ 
сл'Ьдующемъ. Введя понят1е о сил'Ё, какъ о причин1^ изм'Ьняющей 
движенхе, мы говоримъ, что это изм'Ьнен1е можетъ еще происходить 
всл-Ёдствге условШ связности системы: такъ напримЬръ, точка должна 
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двигаться по кругу, если существуетъ сила, направленная къ его 
центру и скорость, перпендикулярная къ радгусу; но эта точка долж- 
на также двигаться не иначе, какъ по кругу, если она неизм-Ьино 
соединена съ его центромъ; или еще: сила, приложенная къ данной точ- 
к'Ь, съ одной стороны, будетъ всегда уравнов'Ьшена другою, ей прямо 
противоположною и равною, а съ другой стороны, таже сила мо- 
жетъ также уравновЬситься н'Ёкоторымъ препятств1емъ, если точка 
не можетъ оставить поверхности, перпендикулярной къ упомянутой 
сил-Ь. Поэтому услов1я связности системы мы должны разсматривать, 
какъ н'Ькоторыя силы, приложенный къ точкамъ системы и изм'Ьня- 
ЮЩ1Я первоначально сообщенный скорости или уравнов^Ьшивающ1я дру- 
Г1я данныя силы. Сл1^довательно, если мы говоримъ, что силы, при- 
ложенныя къ точкамъ связной системы, во время ея движен1Я равны 
нулю, то т1Ьмъ самымъ не исключаемъ возможности существован1я 
другихъ силъ, обусловливаемыхъ связност1ю системы. 

Услов1я (93) позволяютъ найти соотношешя (рядъ уравнен1й) 
между данными силами, данными отношен1ями возможныхъ перем1Ь- 
щен1й другъ къ другу и искомыми ускорен1ями. Это распаден1е усло- 
В1Й (63) на рядъ уравнен1Й движен1я совершается подобнымъ же 
образомъ, какъ въ случа'Ь равнов1Ьс1я, разсмотр1^нномъ въ предыду- 
щемъ параграф'Ь. Найдя такимъ образомъ ускорен1я, мы опред1^ляемъ 
по нимъ движен1е точекъ системы съ помощ1ю суммован1й, смыслъ 
которыхъ былъ разъясненъ въ § 10 и § 11, но производить кото- 
рыя учитъ насъ Интенгральное Исчислеп1е. Полнымъ изсл'Ёдовашемъ 
всЬхъ сл'Ьдств1й, вытекающихъ изъ услов1й (63), занимается Ана- 
литическая Механика. Мы ограничимся выводомъ изъ нихъ н'Ькото- 
рыхъ общихъ свойствъ движен1я системы. 



§ 31^ ИзмЪнен1я количества движен1я и его момента, отнесен- 
ныя къ единице времени. 

Предположимъ, что данная система, кром'Ь всякихъ другихъ 
возможныхъ для ея точекъ перем'Ьщен1й, можетъ передвигаться вс1^- 
ми своими точками одинаково по всЬмъ направлен1ямъ. Въ атомъ 
случае между возможными совм1Ьстными перем'Ьщен1ями 8х, 8у . . . то- 
чекъ системы найдутся так1я, при которыхъ вс1^ 8х будутъ для каж- 
дой изъ точекъ одинаковы, и равны, положимъ, ^а ; точно также вс1^ 
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оу = оЬ, всЬ $^ = 3с. Услов1е (93) для такихъ перем1щен1й обра- 
щается въ 

оа2 (X — шд^) + <5Ь5: (Г — тд^) + (^сХ (^ — ш^,) = О . (97) 

Давая величинамъ §а, ВЪ, 8с различныя произвольныя безконечно ма- 
ЛБ1Я пололштельныя или отрицательныя значен1Я, мы будемъ полу- 
чать проложен1я на оси координатъ различныхъ произвольныхъ пе- 
рем^щен1й точекъ системы по различнымъ направлен1ямъ, но одпна- 
ковыхъ для вс^Ьхъ точекъ. р]сли так1я перем'Ёщен1я для системы воз- 
можны, то, всл'Ьдств1е совершенной произвольности величинъ §а, 8Ь 
и 8с, услов1е (97) можетъ только тогда быть вполн^ё удовлетворено, 
когда каждый изъ множителей при упомянутыхъ трехъ произволь- 
ныхъ величинахъ будетъ равенъ нулю, т. е. когда 

Ъпд^ == 1:Х , Ъпду = 1.7 , Ъггд^ = ^2;, (98) 

Но, на основан1и § 7, (16), мы имЬемъ вообще: 

Ъшд^ ~-~ 2аШ -у- II т. п. 5 

или такъ какъ сумма нриращен1й равна очевидно приращенхю суммы, то 

ыпдх = — ,/ — и т. п., 

гд'Ь приращен1е берется алгебраическое, какъ было объяснено въ 
§ 7. Такимъ образомъ урр. (98) превращаются въ 

'-с1Г=^-^^^ ~~1Г'-=^^^ -^Г-^^^' ^^^^ 

гд^Ь л1^выя части выражаютъ очевидно алгебраическ1я приращен1я 
слагающихъ количества движешя системы по осямъ координатъ, от- 
несенный къ единице времени, или короче — и з м 'Ь н е н 1 я упомянутыхъ 
слагающихъ со временемъ. Три уравнен1я (99) очевидно выража- 
ютъ тоже самое, что уравн. (51), (§ 25). ДМствительно, это послед- 
нее уравнен1е мы получаемъ непосредственно, складывая геометри- 
чески урр. (99). При этомъ геометрическая сумма трехъ слагающихъ 
ЪХ,ЪТ,Ъ21 представитъ очевидно геометрическую сумму всЬхъ силъ, 
приложенныхъ къ точкамъ системы; т. е. 
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точно также геометрическая сумма трехъ изм'Ьнен1й состаиляющихъ 
количества движен1я предстэвитъ изм'Ьнен1е самаго количества дви- 
жешя, т. е. геометрической суммы 1шV. Такимъ образомъ мы по- 
лу чимъ: 



= 12^, (1О0) 



гд'Ё суммы и ихъ прпращешя берутся геометрически. Изъ ур. (100) 
выводимъ т^Ьже самыя заключен1я для данной связной системы, какъ 
и изъ ур. (51) — для сводобной консервативной. 

Предположимъ еще, что данная система, кром'Ь своихъ прочпхъ 
возможныхъ перем'Ёщенхй, можетъ еще всеми своими точками вра- 
щаться безконечно мало около всякой произвольно выбранной оси. 
Пусть (5а, (5[3, оу будутъ три произвольный вращешя около трехъ осей 
коордпнатъ; тогда, на оспован1п §13, мы знаемъ, что, придавая этимъ 
величинамъ произвольный положительный или отрицательный значе- 
н1я, мы можемъ съ помощ1ю ихъ представить всевозможныя враще- 
шя около всевозможныхъ осей. Если р, ^, г будутъ как1я-либо про- 
извольный угловыя скорости, съ которыми произведены вращен1я 
<5а, <?|3, оу, въ течен1и элемента времени сИ, то очевидно, что 

оа — 2Ш , §^ — ^с^^ , оу =: г(И ; , 

если и, V, т будутъ при этомъ скорости точки {х, т/, ^) системы, то 
перем']Ьщен1я ^х, 8у, §0 этой точки будутъ очевидно 

ох =2 исИ , 8у = V(^^ , (5^ ^= гссИ . 

На основаши этихъ соображен1й, помножая обЬ части урр. (80) (§ 13) 
на сИ, мы находимъ сл1>дующее выражен1е для совм'Ьстныхъ пере- 
м1&щен1й точекъ системы при ея вращен1и на оа, 5^, оу: 

ох ■=. уо^( — -еор , 

су г=г ^^а — х8-( , (101) 

^^ =: х^^ — у^а^ . 

Въ этихъ уравнешяхъ множители х, у, ^ будутъ различны для раз- 
личныхъ точекъ системы, множители же (5а, (5р, ^у— одинаковы. Под- 
ставляя перем'Ьщен1я (101) въ условхе (93) и приравнивая нулю 
множители при произвольныхъ величинахъ 5а, о|3, -^у, мы полу- 
чаемъ: 
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^ш {хд.^ - ,д;) = ^2х - Х^) , (102) 

Сравнивая эти уравнен1я съ выражен1ями (38) (§ 23) слагающихъ 
моментовъ по осямь координатъ, мы находимъ, что л^выя части 
(102) представляютъ слагающ1е моменты и з м -Ь н е н 1 я количества дви- 
жен1я по осямъ координатъ, а правый — моменты прпложенныхъ силъ. 
Написавъ л-Ьвыя части (102) въ вид-Ь 



^[^ф7г^у)- 



• у 6?(шгV.)] 

___^ — , и т. д. 



гд1Ь символъ й обозначаетъ безконечно малое алгебраическое прира- 
щен1е, въ течен1и элемента времени М, мы найдемъ, что числители 
этихъ выражен1й представятъ слагающ1е моменты приращенШ коли- 
чества движешя. Но моментъ приращешя вектора равенъ приращешю 
момента того-же вектора (§ 24, (47)); сл1^довательно: 

\и й(тг'5 ) ~ у фшг) с1 У(^тV^ — утг^г^ 

и т. д. Складывая геометрически правый и л-Ьвыя части выражен1й 
(102), и обозначая черезъ д длину перпендикуляра изъ начала ко- 
ординатъ на направлеше соотв^Ьтствующаго ускорешя д (геометриче- 
ской суммы ^'х + й^у + ^г), а черезъ ь— ддину перпендикуляра изъ 
начала на нанравленге приложенной силы Р (геометрической суммы 
Х-\> Т -\^ 2), мы находимъ: 



^шд,д=^1'ь, (104) 



выражен1е тождественное съ (55) (§ 25), при чемъ об1^ суммы 1 
берутся геометрически. Обозначая затЪмъ черезъ о Д'^ину перпен- 
дикуляра изъ начала координатъ на направлеше скорости V (геоме- 
трической суммы Гх^г^у ^г\), и помня, что 



А ) ть\8 ^= У(шд.д)(И . 
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гд^^ символъ А обозначаетъ геометрическое приращеше, мы полу- 
чаемъ изъ (104): 

А I ту.б __ 



си 

т. е., въ случа'Ь су1цествован1я упозшнутыхъ возможныхъ пере- 
м*щен1Й, приращен1е (геометрическое) момента коли- 
чествъ движен1ясистемыизм'Ёряетсямоментомъ при- 
л о женныхъ силъ. 

Сл^Ьдовательно вообще: если для точекъ связной си- 
стемы существуетъ возможность одновременны хъ 
произвольны хъ, но одинаков ыхъ для всЬхъ точекъ, по- 
ступательныхъ перем'Ьщенхй и вращен1й, то приложен- 
ныясилыпроизводятъ въ систем'Ь такое-жеизм-Ьне- 
н1е количества движен1я и его момента, какъ во вся- 
кой свободной консервативной систем*; т. е. одна и та- 
же геометрическая сумма приложенныхъ силъ обусловитъ одно и 
тоже изм*нен1е количества движен1я, къ какой-бы систем'Ь силы, 
составляю1Шя эту данную геометрическую сумму, ни были приложены, 
лишь-бы упомянутая система могла всЬми своими точками одинаково 
поступательно перем'Ьщаться; точно также одинъ и тотъ-же моментъ 
силъ всегда произведетъ одинаковое изм'Ёнеше момента количества 
движешя си^стемы, какова- бы она ни была, лишь-бы ея точки могли 
одновременно вращаться около произвольно выбранныхъ осей. 



§ 33. Центростремительная и центробежная силы. 

Мы уже вид-Ьли въ § 7 и § 8, что ускореше всякаго криволиней- 
наго движешя можетъ быть разложено на два слагающихъ ускоре- 
шя, изъ которыхъ одно всегда совпадаетъ съ направлешемъ движе- 
шя, а другое ему перпендикулярно и направлено къ центру соприка- 
сающагося круга; первое есть тангенц1альное ускорен1е, вто- 
рое — центростремительное. Сообразно съ этимъ, всякая сила, 
обусловливающая криволинейное движеше матер1альной точки, раз- 
лагается на дв'Ь — т ангенц1альную и центростремитель- 
ную. При прямолинейномъ движеши свободной матер1альной точки, 
можетъ дМствовать только одна тангенщальная сила; при равном-Ьр- 

12 
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номъ криволинейномъ — одна центростремительная, величина которой 
вообще различна для каждаго элемента крпволинейнаго пути, и остается 
постоянною, только если путь круговой. Если точка не свободна, то 
мы можемъ представить себ'Ь ея движен1е криволинейнымъ, безъ дМ- 
ств1я какой либо приложенной силы, при чемъ изм1Ьнен1е направле- 
Н1я пути будетъ происходить всл^дств1е услов1я несвободы точки, 
а самое движен1е можетъ быть сл^Ьдств1емъ скорости, сообщенной 
точк1^ на первомъ элемент'Ь ея пути. Прим'Ьръ такого рода движен1я 
представитъ точка, вращающаяся равном1^рно около центра, съ кото- 
рымъ она связана нерастяжимою нитью, или точка, движущаяся рав- 
ном'Ьрно по изогнутой проволок-Ь, которую она не можетъ оставить, 
или точка, движущаяся внутри криваго канала, и т. п. Во всЬхъ 
этихъ движешяхъ несвободной точки существуетъ центростремитель- 
ное ускорен1е, а сл'Ьдовательно должна существовать и центростре- 
мительная сила. Если эта последняя не дана, какъ н^Ькоторая из- 
в1^стная сила, обусловленная изв'Ьстными другими дМствующими мас- 
сами, то мы должны источникъ ея искать въ т-Ьхъ матер1альныхъ 
препятств1яхъ, которыя ограничиваютъ въ данномъ случа'Ь свободу 
движен1я точки. Поэтому мы говоримъ, что нить тянетъ матер1альную 
точку къ центру, или каждый элементъ проволоки или канала, по 
которымъ проходитъ точка, толкаетъ ее къ центру соприкасающагося 
круга. Но если какая нибудь матер1альная система своимъ присут- 
ств1емъ обусловливаетъ как1я либо силы на другую систему или 
точку, то эта посл'Ьдняя, по третьему закону Ньютона, должна д'Ьй- 
ствовать на первую съ силами равными и противоположными. Сл'Ь- 
довательно, если въ данномъ случа-Ь матер1альныя препятств1я обу- 
словливаютъ д'Ьйств1е на несвободную точку центростремительной 
силы, то и сама движущаяся матер1альная точка должна дМство- 
вать на эти препятств1я съ силою, равною и противоположною цен- 
тростремительной; такая сила называется центроб1^жною. Дру- 
гими словами, если нить тянетъ матер1альную точку къ центру или 
если каждый элементъ проволоки толкаетъ эту точку къ центру, то 
и сама движущаяся точка обратно натягиваетъ нить и обратно тол- 
каетъ элементъ проволоки прочь отъ центра. Что такая центроб1Ьж- 
ная сила дЬйствительно существуетъ, мы видимъ изъ того, что съ 
увеличен1емъ скорости, квадрату которой эта сила должна быть про- 
порц1ональна, нить обрывается и проволока ломается. Кром'Ё давле- 
ния на матер1альныя преграды, обусловленнаго центроб-Ьжиою силою, 
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жожетъ еще очевидно существовать давдеше, обусловленное какою 
либо приложенною силою, если эта посл'Ьдняя, или часть ея, дМ- 
«ствуетъ въ направлен1и невозможныхъ перем-Ьщен!!!. 

Къ т'Ьмъ же самымъ выводамъ относительно существовашя и 
значен1Я центроб'Ьжной силы мы пр1йдемъ, если будемъ разыскивать 
для несвободной точки величину потерянной силы, удовлетворяющей 
общему УСЛ0В1Ю движен1я (93). Если величина и направлеше прило- 
женной къ точк'Ь ш силы будеть Р, а величина и направлен1е уско- 
решя д, то величина и направлеше потерянной силы выразится гео- 
метрическою разност1ю 

1'^тд. (106) 

Эта сила должна быть уравнов'Ьшена данными сопротивлешями, обу- 
словливающими несвободу точки. Если точка не можетъ оставить 
данную поверхность, то на основаши услов1й равнов4с1я, которыя 
должны удовлетворяться въ каждый моментъ движен1я, потерянная 
€ила должна быть всегда перпендикулярна къ поверхности, и вели- 
чина ея найдется, если мы каждую изъ двухъ силъ (106) проложимъ 
на нормаль къ поверхности и найдемъ алгебраическую сумму этихъ 
проложен1й. Сл-Ьдовательно, если Р будетъ величина потерянной си- 
лы и п — направлеше нормали въ какую нибудь сторону отъ поверх- 
ности, то 

Р = Гсов (Р^п) — шд С08 {д^п) . (107) 

Но, по § 7, 

, ^' 
? 
тд'Ь сумма берется геометрически, д^ и д^, перпендикулярны другъ 
къ другу, V есть скорость движен1я, р — рад1усъ соприкасающагося 
жруга, и д^ направлено отъ окружности къ центру этого круга. Сл'Ь- 
довательно: 

д 008 {д,п) = д^ соз {д^,п) — — со8 (р,я) , 

? 

если направлен1е р считать отъ центра къ окружности, т. е. проти 
воположно д^. Но такъ какъ д^ и п перпендикулярны другъ къ дру- 
гу, то (107) превращается въ 

Р ^ Р 008 (Р,п) + — соз (р,п) . (108) 
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Если приложенная сила равна нулю, то услов1е движешя обращается въ 

— тд С08 {д^^8).^8=^ О , 

гд^Ь (?5 есть одно изъ возможныхъ перем'Ёщешй точки въ каждый 
моментъ ея движешя. Но если точка движется по поверхности, то 
для нея возможны, какъ положительныя, такъ и отрицательный вели- 
чины ($5; следовательно, или должно быть д —-0, и тогда нЬтъ дви- 
л:ен1д,, или со8 (^,<?5) = (9, и тогда соз (р,^г) =±1, всл'Ьдств1е чего 
по (108): 

Р^..^, (109) 

гд-]^ знаки ± берутся, смотря потому, совпадаютъ-ли р и п, или направле- 
ны другъ другу противоположно. Если точка можетъ оставить поверх- 
ность въ сторону, противоположную^, то Р должно быть всегда положи- 
тельно или нуль, для того чтобы возможная работа — Р^п оставалась 
всегда отрицательною или нулемъ. Въ такомъ случа'Ь, если со8 {Р,п) и 
С08 (р,^) въ (108) положительные, то движешеЪозможно по поверхности 
со всякою скорост1ю; если оба косинуса отрицательные, то движен1е 
по поверхности невозможно; если знаки косинусовъ различные, то 
движете возможно, когда 

Рс08 {1'.п)у> ^ С08 (р,яг) , или — - Рсо8 (Р,^г)< со8 (р,яг) , 

? ? 

смотря по тому, будетъ-ли со8(Р,п) положительный или отрицатель- 
ный. Если наконецъ, 

РС08 (Р, п) = — -^ С08 (р , п) , (110) 

р 

то давлен1е Р==0, и движен1е происходитъ такъ, какъ будто точка 
была свободна, т. е. вполнЬ обусловливается только одною силою 
Р, независимо отъ присутств1я поверхности. 



§ 33. Кинетическая энерг1я. 

Въ предыдущихъ параграфахъ мы разсматривали работу, кото- 
рую данныя силы только могли-бы сд'Ьлать при данныхъ услов1яхъ. 
Теперь обратимся къ той работ1;, которая действительно совершается 
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силами при данномъ движен1и ихъ точекъ приложен1я. Прежде всего 
•опред'Ьлпмъ работу, совершаемую ускорительною силою. 

Пусть 08 (рис. 60) будетъ криволинейный 
путь, по которому происходитъ движен1е данной 
матер1альной точки т, свободной или н4тъ, и Од — 
направлен1е ускорен1я въ точк'ё О этого пути. Для 
каждой точки пути, вообще говоря, величина и 
направлен1е ускорен1й будутъ различны; но для 
двухъ безконечно блпзкихъ точекъ величины и направленхя ускорен1й 
будутъ другъ отъ друга отличаться безконечно мало, если движен1е 
изм'Ьняется непрерывно. Въ этомъ предположен1и мы всегда можемъ 
отложить отъ точки О, вдоль по траэкторхи 08, н1Ькоторую безко- 
нечно малую длину пути Об, для которой величина и направлен1е 
ускорен1я останутся неизм'Ьнными. Еслиэлементъ 08 будетъ безконечно 
малымъ, то изъ этого вообще не сл^Ьдуетъ, что онъ долженъ быть пря- 
молинейнымъ, ибо не всякая безконечно малая часть кривой линш 
представляется прямолинейнымъ элементомъ, хотя на так1е элементы 
всякая кривая можетъ быть разбита. Разбить путь движущейся точки 
на прямолинейные элементы — значитъ сравнить данное движете съ 
безконечнымъ рядомъ другихъ различныхъ равном'Ьрныхъ движен1й, 
изъ которыхъ каждое безконечно близко подходитъ къ данному, со- 
вершающемуся на той или другой части пути. Разбить движен1е на 
рядъ элемеитовъ съ постоянными, но для каждаго элемента разными, 
ускорен1ями, значитъ сравнить данное движен1е съ безконечнымъ ря- 
домъ другихъ различныхъ параболическихъ движенШ, изъ которыхъ 
каждое безконечно близко подходитъ къ данному, на соотв'Ьтствую- 
щей части пути. Такимъ образомъ, элементъ Ов, отложенный нами 
вышеописаннымъ способомъ, нредставитъ собою часть параболы, ко. 
торая можетъ на длин'Ь Оз совпадать съ кривою Оз. Пусть Оу и Ох 
будутъ проложен1я элемента Оз на направлен1е ускорен1я ^ и на на- 
правлеше ОЛ къ нему перпендикулярное. Тогда работа (1Ь ускори- 
тельной силы шд на элемент1э пути Ов будетъ равна по (60) произ- 
веденпо изъ проложен1я перем'Ьщешя на силу и величины силы, т. е.: 

йЬ^г^тд.Щ. (Ш) 

Но путь Оу проходится проложешемъ движущейся точки рав- 
ном'Ьрно ускоренно (см. § 9), съ ускорен1емъ д; сл'Ьдовательно, если 
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мы обозначимъ черезъ г)^ и ^г начальную и конечную скорости про- 
ложен1Я на пути Оу, то (§ 6, (10)): 

откуда 

аЬ, = ~ (шу^^' - тг)^^; . (112) 

Такъ какъ направленхе ОА перпендикулярно къ направлен1Ю 
ускорен1я, то скорость движущейся точки по ОА будетъ неизм'Ьнна. 
Называя эту скорость черезъ и, а начальную и конечную скорости 
по траэктор1и — черезъ V^^ ж V^, мы будемъ им'Ьть: 

всл-ЬдстЕхе чего (112) превращается въ 

Щ^'^-Щ. (ИЗ) 

Половина произведен1я изъ массы движущейся точки и квадрата 
ея скорости называется кинетическою энерг1ею или живою 
силою *) данной массы. Выраженхе (113) показываетъ, что ра- 
бота ускорительной силы на элемент-Ь пути, пока уско- 
рен1е остается неизм'Ьннымъ, изм-Ьряется прираще- 
н1емъ кинетической энерг1и на этомъ пути. 

Если элементъ пути безконечно малъ и изм-Ьнеше движешя про- 
исходитъ непрерывно, то упомянутое приращен1е живой силы будетъ 
тоже безконечно мало; обозначая это приращеше символомъ Л, мы 
можемъ форм. (113) представить вообще въ вид'Ь 



йЬ = й{^-^у (114) 

для всякаго элемента пути. 

Къ тому же самому мы пр1йдемъ, вычисляя^ работу слагающихъ 
ускорительныхъ силъ по осямъ координатъ. Пусть йХх, б?Ху, ЛЬг 
будутъ работы, выполняемый соотв-Ьтственно силами т^х, ш^у, шдъ, 
въ течении элемента времени сИ, и пусть Ах, Ау, й^ будутъ проло- 
жешя на оси координатъ элемента пути с?8, проходимаго въ течете 
времени й1 точкою приложен1я этихъ силъ. Тогда 



*) некоторые авторы называли живою силою произведен1е т^^. 



§33 Глава II. Принципы Динамики. 183 

Обозначая зат'Ёмъ черезъ Пс, Х)о^ П)^, \х^-> Х)!, Шх слагающ1я ско- 
рости по осямъ координатъ для начала и конца времени Л1, и помня, 
что, въ течеши элемента времени й1, движен1я по осямъ координатъ 
могутъ быть разсматриваемы, какъ равном^Ьрно ускоренный, мы най- 
демъ, что 



^,=^^1^ #='4==^, й.^-^^;р^^^ 



откуда 



111 
но такъ какъ 

ТО 

1 

Всякую конечную длину криволинейнаго пути матер1альной точки 
мы разобьемъ на рядъ посл-Ьдовательныхъ элементовъ, съ постоян- 
ными ускорен1ями. Если движен1е непрерывно, то конечная скорость 
предыдущаго элемента будетъ начальною скорост1ю посл-Ьдующаго. 
Называя черезъ V^,V^...V скорости въ концахъ втораго, третьяго 
и т. д. до посл'Ьдняго м-наго элемента разсматриваемаго пути, мы 
найдемъ, что работы ускорительной силы, йЬ^, ЛЬ^,...ЛЬ, на этихъ 
элементахъ будутъ 



ш 



<^-^1=^К' — ^^>5 



^1^2^^(Ь' — ^1')^ 



ТУХ 

аЬп-1 — -к С^п-1^ — ^п-2^) , 

ЛЬ ^!|(^2_^^_^23^ 



Складывая предыдущ1я равенства (алгебраически), мы получаемъ 
въ л'Ьвой части алгебраическую сумму 
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йЬ^ -{- д.Ь^ -\- - . . йХ , 

которая представитъ работу ускорительной силы, дМствующей не- 
прерывно н перем^^нно, на всёхъ элементахъ пути 08, отъ того м-Ьста, 
гд* скорость движущейся точки есть V^, до того м'Ьста, гд'Ь эта ско- 
рость есть V. Называя эту интегральную работу черезъ Ь, 
мы получимъ въ результат'Ь сложен1я упомянутыхъ равенствъ: 

откуда видимъ, что работа ускорительной силы навсякомъ 
пути и 3 м 'Ё р я е т с я п р и р а щ е н I е м ъ кинетической э н е р- 
г1и на э.томъ пути. 

Если мы им1^емъ ц'Ьлую систему матер1альныхъ точекъ, то ра- 
бота ускорительныхъ силъ для каждой изъ нихъ выразится разност1ю 
(115). Алгебраическую сумму живыхъ силъ всЬхъ движущихся то- 
чекъ системы, взятую для даннаго момента времени, будемъ назы- 
вать кинетическою э н е р г 1 е ю системы. Если мы обозначимъ 

1 



^==2 



Утг;2 и То ==-- \ ^т^, (116) 



гд'Ь алгебраическая сумма берется по всЬмъ единовременнымъ скоро- 
стямъ точекъ системы, и если мы подъ Ь будемъ подразум'Ёвать работу 
ВСЁХЪ ускорительныхъ силъ, при одновременномъ переход'Ё точекъ 
системы отъ одн1^хъ скоростей къ другимъ, то очевидно, получимъ: 

Ь^^Т~Т^, (117) 

Обратимся теперь къ работе, совершаемой силами, приложенными 
къ точкамъ системы, при дЁйствительномъ перем'Ьщенти этихъ по- 
сл1Ьднихъ. Пусть из будетъ элементъ пути, пройденный одною изъ 
точекъ системы въ течеши элемента времени сИ; если Р представ- 
ляетъ величину и направлеше силы, приложенной къ этой точк'Ь, то 
работа силы ^^ при упомянутомъ перемЬщен1и будетъ Рсов(Р,Л8) из, 
Соотноп1ен1е между суммою работъ силъ, придоженныхъ къ точкамъ 
системы, и суммою работъ ускорительныхъ силъ представляется 
услов1емъ (92') для всякихъ совм'Ьстныхъ возможныхъ нерем-Ьщенй! 
системы. Но данныя д^ЁЙствительныя .совм1Ьстныя нерем^Ьщешя точекъ 
системы очевидно тоже принадлежатъ къ числу возможныхъ; поэтому 
услов1е (92') должно относиться также и къ дМствительнымъ пере- 
м1^щен1ямъ, для которыхъ оно обращается въ 
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У [т^соз (!" , из) —тд со8 (д , й8)\ йз^О, (118) 

^^ ^ 1 < 

гд* алгебраическая сумма берется по всЁмъ точкамъ системы. 

Если услов1я, связывающ1я возможныя перем'Ёщен1я точекъ си- 
стемы, остаются одни и т'Ьже для всякаго времени, то очевидно, что, 
рядомъ съ системой д'Ьйствительныхъ перем'Ьщен1й, непрем'Ьнно должна 
существовать система другихъ возможныхъ перем'Ьщен1й, прямо про- 
тивоположныхъ первымъ. Если такъ, то выражен1е (118) должно 
для каждой системы дМствительныхъ перем'Ьщен1й обращаться въ 
нуль. ДМствительно, если-бы это выражение д1Ьлалось отрицатель- 
нымъ для системы дМствительныхъ нерем'Ьщешй, то оно д'Ьлалось-бы 
необходимо положительнымъ для системы возможныхъ перем'Ьщен1й, 
прямо противоположныхъ дМствительнымъ; а положительнымъ оно 
по услов1ю не можетъ быть ии при какой системе возможныхъ пе- 
ремЬщешй. Итакъ, полагая (118) равнымъ нулю и помня (114), 
мы получаемъ, что работа приложенныхъ силъ равна работ1^ ускори- 
тельныхъ силъ; т. е.: ' 

У ^^008 [Р , А8)й8 =^УЛ (^^) , (119) 

или такъ какъ сумма приращен1й какихъ либо величинъ равна оче- 
видно приращен1Ю суммы этихъ величинъ, то 

У со8 (Г ,й8)й8 = аУ ^ ^ ат, (120) 

или 

{Хс1х + таг/ + 2(1^) :=:= ЙТ ; (120)' 

т. е. работа приложенныхъ силъ при каждомъ элемен- 
тарномъ перем'Ьщен1и точекъ системы, обусловлен- 
номъ этими силами, изм'Ьряется соотв'Ьтственнымъ 
при ращен! е;яъ кинетической энерг1и системы. 

Складывая работы, производимыя приложенными силами на каж- 
домъ изъ ряда посл'Ьдовательныхъ элементарныхъ перем-ЬщенШ си- 
стемы, мы получимъ работу Д произведенную упомянутыми силами, 
при любомъ конечномъ перем'Ёщеши системы изъ одного положен1я 
въ другое. Точно также, складывая приращен1я кинетической энерг1и 
при т-Ьхъ-же элементарныхъ перем'Ьщен1яхъ, и помня, что кинетическая 
энерг1я при конц'Ь одного перем'Ьщен1я будетъ очевидно начальною 
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для посл-Ьдующаго перем'Ьщен1я, мы получимъ приращен1е кинетической 
энерг1и на всемъ конечномъ переход-Ь. Сл'Ьдовательно, обозначая че- 
резъ То и Т начальную и конечную величины кинетической энерг1и, 
соотв-Ьтствующей данному переходу, мы получимъ, на основан1и (120): 

1 = Т-Т,; (121) 

т.е. работа силъ, обусловливающихъ движен1е систе- 
мы, равна всегда соотвЬтственному конечному или 
безконечно малому приращен1ю кинетической энер- 
г 1 и системы. 

Въ случа'Ь мгновенныхъ силъ, исходя изъ услов1я (93)', если 
оно для дМствительнаго движен1я обращается въ нуль, им'Ьемъ: 

ибо силы, д'Ьйствующ1я въ течен1и безконечно малаго времени (у 
могутъ быть приняты ПОСТОЯННЫМИ, а соотв'Ётствующее движен1е — 
равном'Ьрно ускореннымъ. Поэтому зам'Ьняя въ (93)' возможныя пе- 
рем'Ьщен1я ох^ §у^ (5^ дМтвительными Лх^ &у, й^^ получимъ: 

.^Х;^±^)=Т-Т,, (121)' 
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и=^Усо^(У^х) И т. д. 
гд* V есть результирующая отъ и, V, г€, и такъ какъ 

СОВ(^ ^Х)С0В(У ^Х) + С08(с7, у)(10^(У ^у) 4- С08 (/,-2^)008 ("Г, ^^ 

= С08 (^, 7) ? 

то (121)' можно представить въ такомъ вид'Ь: 

^^^[ГоС08(^', Го)+ Гсо8(«/, 7) = Т-'Т,, (Ш)" 



2 



или 



У\^(У.Л^У) = т--т,. 



2 

Итакъ, для изм'Ьренхя работы, произведенной силами, прило- 
женными къ точкамъ системы, нужно знать, кром'Ь массъ, связан, 
ныхъ съ этими точками, еще только ихъ начальныя и конечныя ско- 
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рости, независимо отъ формы пути, пройденнаго каждою точкою, или 
отъ изм-Ьнешл силъ, дМствовавшихъ на этомъ пути. Но отсюда не 
сл^дуетъ однако, что упомянутая работа или приращен1е кинетиче- 
ской энергш не зависитъ, при данной форм'Ь пути, отъ величины силъ, 
д'Ьйствующихъ на каждомъ его элемент'Ь, или, при данныхъ си- 
лахъ — отъ формы пути; ибо, хотя работа силъ и вычисляется только 
съ помощ1ю начальныхъ и конечныхъ скоростей, эти посл'Ёдн1я од- 
нако, при различныхъ силахъ и при различныхъ формахъ путей ихъ 
точекъ приложен1я, вообще будутъ различны. 

Должно обратить вниман1е на то, что, на основан1и общаго усло- 
В1Я движен1я (118), только сумма работъ приложенныхъ силъ равна 
с у м м -Ь работъ ускорительныхъ силъ, и следовательно — приращенш 
суммы живыхъ силъ системы. Но изъ этого равенства не слЬдуетъ 
общее заключен1е, что работа каждой отд-Ьльной силы, дМствующей 
на какую-либо точку системы и обусловливающей ея движете, вообще 
равна работ'Ё ускорительной силы, приложенной къ той-же точк-Ь. 
Поэтому приращен1е живой силы каждой отд'Ьльной точки системы, 
изм'Ьряя работу ускорительной силы этой точки, независимо отъ ве- 
личины ускорительныхъ силъ другихъ точекъ, не будетъ вообще пред- 
ставлять также работу силы, приложенной къ этой точк'Ь. Точно также 
работа потерянной силы не будетъ равна нулю для каждой отд'Ьльной 
точки системы, при ея дМствительномъ движен1и, а будетъ нулемъ 
только сумма работъ потерянныхъ силъ для всЬхъ точекъ системы. Толь- 
ко въ случаЬ, если точки системы совершенно свободны, приложенный 
силы тождественны съ ускорительными, и вс^Ь заключен1я, относя- 
щ1яся къ работ1Ь ускорительныхъ силъ, им^Ьютъ м'Ёсто и для работы 
приложенныхъ силъ. 

Кинетическая энерг1я, представляя н1^которую работу, изм'Ь- 
ряется очевидно единицами работы, т. е. эргами. ЕдиницЬ кинетиче- 
ской энерг1и будетъ очевидно соотв-Ьтствовать живая сила единицы 
массы, обладающей скорост1ю К2~, или живая сила двухъ единицъ 
массы, обладающихъ скоростш, равною единиц-Ь. 



§ 34^ Работа взаимныхъ силъ. 

Прежде всего припомнимъ, что взаимныя силы, по самому сво- 
ему опред1Ьленш, суть силы центральны я; т. е. лишя направлешя 
каждой изъ взаимныхъ силъ, д'Ьйствующихъ на данную матер1альную 
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точку, непрем1Ьнно проходитъчерезъ какую нибудь другую матер1альную 
точку, или, другими словами, всякая сила, дМств1е которой мы объ- 
ясняемъ присутств1емъ матер1альныхъ массъ, должна разбиваться 
на составляющ1я, направленный къ какимъ либо матер1альнымъ точ- 
камъ. Такъ наприм1Ьръ, если мы им'Ьемъ дв1^ точки Л и Д изъ ко- 
торыхъ къ одной, иоложимъ точк'Ь Л, прилол^ена н1^которая сила Р, 
то существован1е этой силы мы только тогда можемъ объяснить 
присутств1емъ точки Д и говорить что В д1Ьйствуетъ на Л 
съ силою Р, когда 1^ направлена по лин1и ЛВ\ въ противномъ 
случа'Ь мы должны искать, или предполагать, еще друг1я матер1альныя 
точки, одну или н1Ьсколько, который также д1^йствуютъ на точку Л, 
по лишямъ ихъ разстоян1й такимъ образомъ, что ихъ силы, слагаясь 
съ силою, направленною по ЛВ, даютъ въ результатЬ силу 2^. Если 
какое нибудь тьло, которое мы можемъ всегда разсматривать, какъ 
совокупность матер1альныхъ точекъ, обусловливаетъ своимъ присут- 
ств1емъ силы. дЁйствующ1я на другое тЬло, то существован1е этихъ 
посл1:.днихъ мы можеагь лишь тогда объяснять, согласно съ третьимъ 
злкономъ Ньютона, только присутств1емъ упомянутаго тЬла, когда 
каждая изъ силъ, д^Ьйствующихъ на второе т'Ьло, разбивается на 
составляющ1я, направленныякъточкамъ перваго т^Ьла. Въ противномъ 
номъ случа1^ мы должны искать или предполагать су1цествован1е ещ^ 
другихъ источниковъ силы. .Точно также, принимая, что источиикъ 
силь1 всегда найдется въ какой либо матер1альной массЬ, мы должны 
принять, строго говоря, что одна и таже данная масса, находясь въ 
одномъ и томъ-же положен1и относительно другой массы, дЬйствуетъ 
на эту ПОСЛЕДНЮЮ всегда однимъ и т1^мъ-же образомъ; следовательно, 
каждая изъ двухъ равныхъ взаимныхъ силъ, съ какими д1^.йствуютъ 
другъ на друга дв-Ь данный матер1альныя точки, останется всегда 
одна и таже, если взаимное положен1е двухъ точекъ, т. е. ихъ раз- 
стояше, не изменится, какъ-бы ни изменялось при этомъ ихъ поло- 
жен1е относительно другихъ точекъ. Если при одномъ и томъ-же 
разстоян1и между двумя взаимод^Ьйствующпми точками, но при раз- 
ныхъ положен1яхъ ихъ лиши соединен1я въ пространств1Ь, величина 
силъ, д'Ьйствующихъ на ту или другую точку, будетъ м^Ьняться, то 
мы должны приписать такое изм'Ьнеше вн'Ьшней силЬ, источиикъ ко- 
торой находится вн'Ё об1Ьихъ данныхъ матер1альныхъ точекъ. 

Переходя къ работ'Ь взаимныхъ, т. е. центральныхъ силъ, 
представимъ себ'Ь сперва прост'Ьйш^й случай, когда матергальная точка 
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Рис. 61. 



А (рис.61) притягивается или оттал- 
кивается другою неподвижною матерь 
альною точкою О. Если точка Л свобод- 
на и на нее дМствуетъ только сила, ис- 
ходящая изъ О, то она будетъ двигать- 
ся въ ту или другую сторону по лин1и 
ОЛ. Пусть ЛПН1Я АО представляетъ 
длину пути, пройденнаго точкою А. 
Разбивая эту длину на элементарныя 
части посредствомъ безчисленнаго мно- 
жества точекъ й, с, с1 и т. д., откладывая на перпендикулярахъ, воз- 
ставленныхъ изъ этихъ носл'Ьднихъ къ лин1и АО, величины силъ, 
Д'Ьйствующихъ на точку А, въ ея различныхъ разстоян1яхъ отъ О, 
и соединяя концы упомянутыхъ перпендикуляровъ непрерывно кри- 
вою ^М, мы получимъ площадь АЬМвг, которой величина предста- 
витъ, по § 26, работу! перем-Ьниой центральной силы, д^Ьйствующей 
на точку А, на ея пути АО, Такъ какъ разсматриваемая централь- 
ная сила изм'Ьняется только съ изм'Ёнешемъ разстоян1я А отъ О, 
то эта сила будетъ одна и таже на поверхности какой либо сферы, 
описанной изъ О, какъ центра; т. е. на точку А, пом'Ёщенную въ 
различныхъ пунктахъ упомянутой сферической поверхности, будетъ 
дМствовать сила одной и той-же величины, если эта сила обуслов- 
ливается только присутств1емъ матер1альной точки О. Предположимъ 
зат1Ьмъ, что точка А не свободна, или что на нее дМствуютъ еще 
друг1я силы, отклоняющ1я ее отъ прямолинейнаго пути АО. Пусть 
А и & будутъ начальное и конечное положен1я движущейся точ- 
ки на ея новомъ пути, отстоящ1я отъ О на столько-же, на сколь- 
ко въ первомъ случа1^ отстояли положен1я А ж О. Пусть кривая А^ 
Ъ^ & * • • О' представляетъ форму новаго пути между упомянутыми 
пред'Ьлами. Эта кривая вообще можетъ не лежать въ одной плоскости. 
Описавъ около О, какъ центра, рядъ сферъ, проходящихъ носл-Ьдо- 
вательно черезъ точки А, Ъ с, . . , мы разсЬчемъ этими сферами 
кривую А& на элементарныя части АЬ^ Ъо) и т. д. Направлен1я 
силы въ точкахъ А!, Ъ\ с'... представятся рад1усами АО, ЪЮ, 
сЮ . . . , а ея величины (т-Ь-же, что въ точкахъ А, 6, е..) — пер- 
пендикулярами А^, ЪЬ\ сХ"... Отр'Ьзки ^'й" 6'с" с'б?"... и т. д. 
представятъ проложен1я элементарныхъ путей на направлен1я силъ, 
д'Ёйствующихъ на этихъ путяхъ. Упомянутые отр^Ьзки будутъ оче- 
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видно равны соотв-Ьтственно отр-Ьзкамъ ЛЬ, Ьс, Ы . . . , такъ какъ 
всЬ сферы Е0нцентрическ1я. Работа силы на каждомъ изъ элементовъ 
пути будетъ равна произведен1ю изъ величины силы (наприм'Ьръ — 
ЛИН1И сЬ) и проложен1я элемента пути на паправлеше силы (т. е. 
наприм'Ьръ, отр'Ьзка с'б?", или равнаго ему ей). Такимъ образомъ, 
сумма элементарныхъ работъ на отр'Ьзкахъ пути А!Ъ\ Ь'с\ с'с1' . . . 
выразится черезъ 



= ль . ЛЪ + Ы' . Ъс + сГ . ей + . . . . 

то есть тою-же площадью ЛЬМО, что въ первомъ случа'Ь, Итакъ, 
если точка движется подъ дМствхемъ центральной силы, то работа 
этой последней им'Ьетъ одну и туже величину, как1е-бы пути ни про- 
ходила движущаяся точка между двумя своими данными положен1ями, 
или вообще между двумя данными сферами, описанными около цент- 
ра силы. 

Если точка Л остается неподвижною, а точка О движется, подъ 
д'Ьйств1емъ центральной силы центра Л, отъ первоначальнаго раз- 
€тоян1я равнаго ОЛ до конечнаго разстояшя НЛ=^О0, то, по ра- 
венству взаимныхъ силъ, работа приложенной къ О силы будетъ 
таже, какъ при движен1и точки Л между т'Ьми-же разстояшями. ДМ- 
ствительно, чтобы представить эту работу графически, мы должны 
строить отъ точки О туже самую площадь, какъ прелюде отъ точки 
Л, ибо, по равенству взаимныхъ силъ, отъ точки О влЬво, вдоль по 
лиши ОЛ, будутъ возставлены так1е-же перпендикуляры, какъ Л^, 
йХ' и т. д. Кром'Ь того, хотя въ посл'Ёднемъ случа1Ь сила, д1^йствую- 
щая на точку О, будетъ противоположна по знаку сил'Ь, действующей 
въ первомъ случа'Ь на Л, но и перем'Ьщен1е точки О, подъ дМ- 
ств1емъ упомянутой силы, будетъ противоположно по знаку перем^- 
щешю точки Л; сл^^довательно работа силы, действующей на О въ 
разсматриваемомъ случаЬ, будетъ равна по величине и по знаку ра- 
боте силы, действовавшей на Л въ предыдущемъ случае. Если обе 
точки Л и О движутся заразъ съ одинакими скоростями, не изменяя 
следовательно своего разстоян1Я, то работы ихъ взаимныхъ силъ 
будутъ равны, но противоположны по знаку, ибо силы эти равны и 
противоположны, а перемещен1я ихъ точекъ приложешя въ данномъ 
случае одинаковы по величине и по знаку. Если обе точки Л ж О 
движутся какъ угодно, и къ ихъ перемещешю будутъ приложены еще 



§ 34 Глава II. Принципы ДинамИхКИ. 191 

перем'Ьщешя, одинак1я для об4ихъ точекъ по величин* и по знаку, 
то сумма работъ двухъ разсматриваемыхъ взаимныхъ сидъ при этомъ 
не изм1шится. Действительно, работа каждой изъ двухъ силъ на но- 
выхъ путяхъ, произшедшихъ отъ приложен1я вышеупомянутыхъ до- 
бавочныхъ перемЬщешй, будетъ равна (по § 26, (62')) сумм'Ь работъ 
на прежнихъ перем'Ьщешяхъ и на прибавочныхъ; но работы об'Ьихъ 
взаимныхъ силъ на этихъ посл'Ьднихъ перем'Ьщен1яхъ равны и про- 
тивоположны; ел Ьдовательно алгебраическая сумма работъ на резуль- 
тирующихъ перем1Ьщен1яхъ останется прежняя. 

Предположиа1ъ теперь, что об]^ точки Л к О движутся заразъ 
по какимъ угодно путямъ и переходятъ отъ разстоян1я ^1 между 
ними къ разстоян1ю Уз'^ опред1Ьлимъ соответствующую сумму работъ 
взаимныхъ силъ обЬихъ точекъ. На каждыхъ двухъ соотв-Ьтствую- 
щихъ элементахъ путей, проходимыхъ одновременно точками А ж О, 
будемъ прилагать къ перем'Ьщешямъ этихъ точекъ новыя перем^ще- 
н1я, одинак1я по величин'* и знаку; кром* того выберемъ эти по- 
сл'Ёдн1я такъ, чтобы они^были еще всегда равны и противоположны 
соответствующему перем*щен1Ю одной изъ точекъ А или О. Сумма 
работъ разсматриваемыхъ взаимныхъ силъ отъ такихъ прибавочныхъ 
перем^щенШ не изменится, и будетъ очевидно таже самая, какъ въ 
томъ случае, когда одна изъ точекъ была-бы неподвижна, а другая 
перемещалась-бы съ разстояшя у^ относительно первой на разстояше 
У2 . Но величина этой последней работы не зависитъ отъ формы пути 
движущейся точки между предельными разстоян1ями Ух и Уз; следо- 
вательно заключаемъ вообще, что сумма работъ каждой пары 
взаимныхъ силъ не зависитъ отъ формы путей, про- 
ходимыхъ обеими взаимодействующими точками и 
остается всегда одна и тажемежду одними и теми-же 
предельнымивзаимнымиразстоян1ями обеихъточекъ. 

Если несколько свободныхъ или связныхъ матер1альныхъ точекъ 
действуютъ другъ на друга со взаимными силами, то сумма работъ 
всехъ этихъ силъ при какомъ нибудь перемещеши точекъ будетъ 
слагаться изъ работъ силъ, съ которыми каждыя две изъ точекъ 
системы действуютъ другъ на друга, ибо работа равнодействующихъ 
сидъ равна сумме работъ слагающихъ. Но сумма работъ каждой пары 
взаимныхъ силъ будетъ определяться только начальнымъ и конеч- 
ными разстоян1ями соответствующихъ двухъ матер1адьныхъ точекъ; 
следовательно вообще: сумма работъ всехъ взаимныхъсидъ, 
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д1^йствующихъ между матер1альными точками, сво- 
бодными или несвободными, данной системы, обстает- 
ся всегда одна и т а ж е при п е р е м -Ь щ е н 1 я х ъ м е ж д у д в у м я 
данными относительными расположен1ями этихъ то- 
чекъ, по какимъ-бы путямъ он'Ь ни перем'Ьщались меж- 
ду двумя упомянутыми разм^^щен1ями. При этомъ остается 
постоянною и сумма работъ каждой пары взаимныхъ силъ, но оче- 
видно — не каждой изъ взаимныхъ силъ отд'ёльно, и не каждой резуль- 
тирующей взаимныхъ силъ, приложенной къ той или другой точк'Ь 
системы. Если начальное и конечное разм'Ьщен1Я точекъ системы сов- 
падаютъ, то работа взаимныхъ силъ обращается въ нуль: сл'Ьдова- 
тельно, если точки системы, выйдя изъ н1Ькоторыхъ положен1й, послЬ 
ряда перем'Ьщен1Й опять возвращаются къ этимъ положен1ямъ, то 
при этомъ работа взаимныхъ силъ равна нулю. 

Если мы имЬемъ п матер1альныхъ точекъ, составляющихъ дан- 
ную систему и движущихся подъ д1^йств1емъ ихъ взаимныхъ силъ, 
то, выд'Ёливши изъ числа п число ш матер1альныхъ точекъ, мы мо- 
жемъ утверждать, что работа взаимныхъ силъ между этими ш точками 
будетъ одна и таже для всЬхъ путей между двумя данными разм'Ё- 
щен1ями т точекъ; но при этомъ не будетъ одна и таже работа всЬхъ 
силъ, дМствующйхъ на эти точки, ибо къ нимъ прилагаются еще 
силы, зависящ1я отъ остальныхъ п — ш точекъ системы; а работа 
этихъ силъ будетъ тогда, при данныхъ услов1яхъ, одна и таже, когда, 
при различныхъ путяхъ выд^^ленныхъ т точекъ между двумя дан- 
ными ихъ разм'Ьщешями, остальныя п — ш точекъ будутъ каждый 
разъ перем'Ьщаться только въ пред^лахъ между двумя одними и т1Ьмп- 
же расположен1ями относительно разсматриваемыхъ ш точекъ. 



§ 35^ Законъ сохранен1я энерпи. 

Изъ объясненныхъ въ предыдущемъ параграф'Ё свойствъ работы 
взаимныхъ силъ непосредственно сл'Ьдуетъ, что приращен1е кинети- 
ческой энерг1и системы точекъ, находящихся только подъ д'Ьйств1емъ 
взаимныхъ силъ, остается одно и тоже при перем'Ьщен1и точекъ между 
ихъ двумя данными расположен1ями, независимо отъ формы ихъ пу- 
тей. Д'Ьйствительно, приращенхе кинетической энерг1и изм'Ёряетъ (по 
§ 33) работу вс'Ёхъ силъ, приложепныхъ къ точкамъ системы, при 
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упомянутомъ перем']Ь1ценпг, но такъ какъ по предположен1ю приложен- 
ныя силы суть взаимныя, то эта работа, а сл'Ьдовательно и изм-Ь- 
ряющее ее приращен1е кинетической энерг1И, не зависитъ отъ формы 
пути между двумя данными расположен1ями точекъ системы относи- 
тельно другъ друга. Выведенное сл'Ьдств1е изв1Ьстно подъ именемъ 
закона ж и в ы х ъ с и л ъ, и представляетъ формулировку одной сто- 
роны, бол1^е общаго закона — с о хранен! я энерг1и. 

Въ вид'Ь примЬра представимъ себ'Ь случай, когда н'Ькоторая 
матерхальная точка движется подъ дМствхемъ постоянной по величин^^ 
и направлен1Ю силы Р (напр. силы тяжести) между двумя плоскостями 
(рис. 62) аа жЪЪ, перпендикулярными къ направлешю Р, Силу 7^ можно 

разсматривать зд-Ьсь, какъ центральную, при- 
^™-^ а ^^^^ д'Ёйствую1Ц1Й цснтръ находится всегдя на 

\Л\ \ч безконечномъ разстоян1и отъ движущейся точ- 

— -•^^-^- — \"Ъ ки. Работа силы 1^ будетъ при этомъ одна и 
таже, проходитъ-ли точка свободно длину аЪ 
У^ въ направлен1и силы, или, вслЬдств1е огра- 

Рис. 62. ничивающихъ ея свободу препятствШ, она дви- 

жется между т'Ьми-же плоскостями по кривымъ ас, а4, или ае. Точно 
также, во всёхъ упомянутыхъ случаяхъ будетъ одно и тоже прира- 
щен1е кинетической энерг1и системы, которая тутъ состоитъ вся изъ 
живой силы движущейся точки. Если первоначальная скорость точки 
въ а есть нуль, то въ конц1Ь каждаго изъ упомянутыхъ путей, эта 
точка очевидно прхобр'Ьтетъ одну и туже скорость V (по величин'Ь) 
независимо отъ формы путей, ибо приращен1е ея живой силы, рав- 

ное при этомъ условш -^ ^ будетъ всегда одно и тоже. 

Представимъ себ1Ь н'Ёкоторое заранее опред'Ьленное разм'Ьщеше 
матер1альныхъ точекъ, свободныхъ или н'Ьтъ, находящихся подъ дМ* 
ств1емъ взаимныхъ силъ, и назовемъ это разм*щен1е буквою А. 
Предположимъ зат-Ьмъ, что точки системы движутся отъ Н'Ькотораго 
своего первоначальнаго положен1я, въ которомъ кинетическая энерг1я 
системы равна 1\, и на пути своего движешя проходятъ черезъ раз- 
М'Ьщен1е, для котораго кинетическая энерг1я системы д1^лается рав- 
ною Т. Тогда разность Т — Т^ изм'Ьряетъ положительную или отри- 
цательную работу, выполненную взаимными силами системы на пути, 
между двумя упомянутыми разм'Ьщен1ями ея точекъ. Но такъ какъ съ 
другой стороны,, эта работа не зависитъ отъ формы путей точекъ 
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между раям-Ьщетями (Т^ и (Т), то мы можемъ ее вычислить, пред- 
полагая, что система приходить изъ положен1я (Т^ въ положение 
(Т)^ переходя на своемъ пути черезъ разм'Ьщен1е Л\ т. е. работа вза- 
имныхъ силъ, на пути между (Т^ и (Т), будетъ очевидно равна сумм!^. 
работъ, которыя были-бы совершены, если-бы система перем'Ьщалась 
отъ (Т^ къ А, и зат'Ьмъ — отъ А къ (Т). Обозначимъ черезъ со^ 
работу взаимныхъ силъ между разм'Ьщен1ями (Т^) \\ А, а черезъ. ю — 
работу при переход-Ь отъ размЬщешя (Т) къ А. Тогда очевидно,— ш 
выразитъ работу при переход'Ё отъ А къ (Т), ибо работа, на пути 
отъ (Т) къ Л и опять къ (Т), должна быть равна нулю. Такимъ. 
образомъ, работа, при посл'Ьдовательныхъ переходахъ между разм^Ьще- 
шями (Т^), А и (Т), выразится черезъ со^— со, и сл-Ьдовательно 
(см. (121)): 

Г-Г,-=Ч.-~(^, (122) 

или: 

Т 4^(0 = 1; + со,, (123) 

гд* подъ Т мы можемъ подразумевать кинетическую энерг1ю системы 
въ любомъ ея положеши, во время движен1я изъ начальнаго поло- 
жен1я (Оо, а подъ о) — соответствующую работу, которую должны вы- 
полнить взаимныа силы, если система будетъ какъ-либо переведена 
изъ разсматриваемаго переходнаго состоян1я (Т) въ н1^которое за- 
ранее определенное состояше А. Эта работа со, которую силы си- 
стемы изъ какого либо ея даннаго состояшя имеют ъ возмож- 
ность выполнить, при переходе въ другое, заранее разъ на всегда 
отмеченное, состоян1е, называется потенц1альною энерг1ек> 
системы въ ея данномъ состояши. Очевидно, что потенцхальная энер- 
Г1Я по своей величине зависитъ только отъ относительнаго разме- 
щешя точекъ системы. Убыль потенц1альной энерг1и между двумя 
состоян1ями системы, или ея отрицательное приращен1е (т. е. раз- 
ность со, — со между величинами потенц1альной энерг1и въ первомъ и 
во второмъ С0СТ0ЯН1И), измеряетъ соответствующую работу взаим- 
ныхъ силъ. 

Уравнен1е (123) показываетъ, что если точки системы^ 
выйдя изъ определеннаго своего начальнаго положе- 
ния, будутъ двигаться подъ действ1емъ взаимныхъ 
силъ, то во все время движен1я сумма изъ потен ц1аль- 
ной и кинетической э н е р г 1 и системы останется н е и з- 
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м-Ьнною. Уравнен1е-же (122) выражаетъ очевидно упомянутый въ на- 
чал1^ параграфа законъ живыхъ силъ, который можетъ быть 
формулированъ еще такимъ образомъ: приращен1е кинетиче- 
ской энерг1и системы точек ъ, движущихся подъ д-Ьй- 
ствхемъ взаимныхъ сил1, изм-Ьряется убылью потен- 
Ц1альной энерг1и, и не зависитъ отъ формы пути меж- 
ду двумя данными разм'Ьщен1ями точек ъ. 

Выбравши для данной системы, вм1Ьсто разм1^щен1я ея точекъ 
Л, какое нибудь другое разм1Ьщен1е Д по направлешю къ которому мы 
будемъ отсчитывать потенц1альную энерг1ю всЬхъ другихъ состояшй 
системы, мы т*мъ самымъ изм'ёнимъ величину потенц1альной энерг1и 
для каждаго изъ состоянШ системы. Но легко вид-Ьть, что эта величина 
изм'Ьнится для всЬхъ разм1Ьщен1й на одно и тоже количество, такъ что 
разности между величинами потенц1альной энерпи для двухъ какихъ ни- 
будь С0СТ0ЯН1Й системы всегда останутся одн'Ь и т'Ьже, независимо отъ 
выбора заранЬе отмЬченныхъ состоянШ Л или В, Это очевидно уже 
изъ того, что упомянутая разность величинъ потенц1альной энерг1и 
для двухъ какихъ либо состоянШ системы, представляя работу вза- 
имныхъ силъ между этими состоян1ями, остается всегда одна и таже. 
Кром1^ того, сл1Ьдующ1я соображен1я позволяютъ намъ определить, на 
сколько изменятся величины потенц1альной энерг1и для разныхъ со- 
стояшй системы, съ перем1^ной разм'Ьщен1я Л на разм'Ьщеше В. Пусть 
ш^ и 0)2 будутъ величины потенц1альной энерг1и двухъ состоянШ (1) 
и (2), по отношен1Ю къ разм-Ьщетю А; пусть а)^' и соз' будутъ так1я- 
же величины т-Ёхъ-же состояшй, по отношенш къ разм'Ьщен1ю Б, и 
пусть а будетъ величина потенц1альной энерг1и состояшя Л, по от- 
ношешю къ разм'Ьщешю В; т. е. а будетъ равно работ* взаимныхъ 
силъ при переход-Ь отъ Л къ В. Тогда, на основанш изв-Ьстныхъ 
свойствъ работы взаимныхъ силъ, ихъ работа между (1) и В, т. е. 
(о^', будетъ равна работ-Ь между (1) и Л + работ* между Л и В, т. е. 

(о/ гпг (0^ -}- а и 0О2' г- (02 + а , 
а следовательно: (124) 

^1 -0)1 = 0)2' — со2== а, 
что и потребовалось доказать. 

Следовательно, относительно какого-бы размещен1я А точекъ 
системы (но всегда одного) мы ни считали величины ея потенцхаль- 
ной энергш для различныхъ моментовъ движен1я, сумма изъ потен- 
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ц1альной и кинетической энерпи будетъ во все время движетя оста- 
ваться неизм'Ённою. Действительно, прибавляя къ об'Ьимъ частямъ 
(123) совершенно произвольную постоянную величину а, мы им1Ьемъ: 

Г4-(о^-а = Т, + со, + а, 

или по (124): 

Т+ш'--Уо + <. (125) 

Сумма йзъ потенц1альной и кинетической энерг1и называется 
энерг1ею системы, и уравнен1я (123) и (125), указывающ1я 
на постоянство величины этой энерг1и во время движен1я, выражаютъ 
законъсохранен1я энерг1и, величина которой не можетъ 
быть изм1^нена взаимными силами системы; т. е. 

Т-гЬ}'^Соп8г, (126) 

Система точекъ, энерг1я которой остается неизм1^нною во время 
движен1я, называется консервативною. 

Постоянная величина (Соив^апе) въ выражеши (126), представ- 
ляя количество энерг1и системы, представляетъ также очевидно съ 
одной стороны потенц1альную энерг1ю системы для того моменталь- 
наго ея состояшя, при кототомъ Т=0] но такъ какъ 

"2, 2 

и является суммою существенно положительныхъ членовъ, то она мо- 
жетъ обращаться въ нуль только тогда, когда каждый членъ суммы бу- 
детъ нуль, т. е. когда вс1^ V=0'^^ сл'Ьдовательно Сопз!. представитъ потен- 
ц1альнуюэнергш для того момента времени, когда вс1^ скорости систе- 
мы будутъ нулями. Съ другой стороны, Сопз!. можно разсматривать, 
какъ величину кинетической энерг1и системы для того ея состоян1я, 
въ которомъ ея потенщальная энерг1Я обращается въ нуль. Итакъ, 
чтобы изм'Ьрить количество энерг1и системы, нужно знать или 
ея потенц1альную энерг1ю для разм'Ьщенхя съ нулевыми скоростями, 
или ея 'кинетическую энерг1ю для разм'Ьщен1я съ нулевой потен- 
Ц1альной энерг1ей. 

Абсолютная величина энерг1и системы остается произвольною 
въ выражен1яхъ (125) и (126), ибо она зависитъ отъ произвола въ 
выборе разм'Ьщешя А, относительно котораго считается потенц1аль- 
ная энерг1я; но разъ будучи выбрана тою или другою, величина энер- 
гш не изм-Ёняется во все время движен1я системы. Однако упомя- 



§ 35 Глава II. Принципы Динамики. 197 

нутая произвольность исчезаетъ, если мы разъ на всегда условимся 
выбирать такое разм'Ьщен1е А, которое было-бы связано съ изв-Ьст- 
ными опред'Ьленными свойствами системы въ соотвЬтствующемъ ея 
состоянш. 

Между БсЬми размЁщен1ями, въ которыя могутъ пр1Йти точки 
системы, отправляясь изъ н-Ькотораго состоян1я (1), мы выберемъ 
такое (Л), относительно котораго потенцхальная энерпя, т. е. работа 
между (1) и (Л), будетъ наибольшая. Тогда легко вид'Ьть, что по- 
тенц1альная энерг1Я какого либо другаго разм'Ьщен1я (2) системы 
относительно (Л) будетъ тоже наибольшая. Д'Ёйствительно, пусть П^ 
и со^ будутъ величины потенц1альной энерг1и для состоян1я (1), ог 
считанныя соотв-Ьтственно относительно разм'Ьщешй (Л) и какого-либо 
другаго Б\ тогда по услов1ю П^ > ш^. Если теперь 11^ и (о^ бу- 
дутъ подобнаго-же рода величины потенц1альной энерг1и для состоя- 
Н1я (2), то на основаши (124): 

и сл-Ьдовательно 

П, > со, . (127) 

Кром-Ь того, для каждаго соотв^тствующаго разм1^щешя наиболь- 
шая величина потенц1альной энерг1и II должна быть положительною, 
ибо относительно какого-бы другаго разм1^щен1я, кром'Ь (Л), мы ни 
опред'Ьлили величину потенц1альной энергш со, мы должны им1^ть 
всегда П>со; но между всевозможными величинами, которыя мы мо- 
жемъ приписать со, измЬняя выборъ отм'Ьченнаго разм1Ьщешя В, 
есть также и величина со = 0, которую получимъ, если разм1^щен1е 
Б отождествимъ съ разсматриваемымъ состоян1емъ (со); сл'Ьдова- 
тельно между прочимъ должно быть также всякое П > 0. Опред'Ьляя 
вышеуказаннымъ способомъ величины П потенц1альной энерг1и для 
различныхъ расположен1й точекъ системы, мы можемъ выбрать такое 
ра-зм-Ьщеше (В), для котораго величина П относительно (Л) будетъ 
больше, ч'Ёмъ для каждаго изъ остальныхъ. Назовемъ черезъ ^ эту 
возможно наибольшую величину потенц1альной энерг1и системы отно- 
сительно разм-Ьщетя (А). Тогда ^ представитъ очевидно наибольшую 
работу, которую когда либо могутъ выполнить взаимныя силы дан- 
ной системы, и будетъ служить м^Ьрою, такъ сказать, могущества 
системы. ДМствительно, работа, которую взаимныя силы системы 
могутъ выполнить между какими либо другими разм-Ьщетями (1) и 
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(2), не совпадающими съ (А) и (В), будетъ всегда меньше (если 
не равна) ^, ибо эта работа выразится разност1ю П^ — Пз ; а такъ 
какъ по условш О < П^ < ^ и О < Пз < ^, то П^ — П^ < ^ ~ Пз; но 
Пз > О, сл'Ьдовательно и подавно П^ — ^^2<^- 

Если П будетъ величина потенц1альной энерпи системы, въ 
одномъ изъ ея состоянШ, относительно разм'Ёщен1я (Л), то подобная 
же величина того-же состоян1я, относительно разм'Ьщешя {В), будетъ 
очевидно 11 = 11 — ^ и сл-Ьдовательно всегда отрицательная, ибо 
П < ^. Кром'Ё того, тс будетъ наименальная изъ вс1Ьхъ величинъ по- 
тенц1альной энерг1и, который мы можемъ приписать данному поло- 
женш точекъ системы, изм'Ьняя выборъ сравниваемаго разм'Ьщешя. 
Д-Ёйствительно, пусть со будетъ величина потенц1альной энерг1И. въ 
разсматриваемомъ состоян1и, относительно нЬкотораго разм'Ьщен1я 
(Б'); тогда 

гд'Ь ^' есть работа между (Б') и [Л], которая по услов1ю всегда меньше, 
ч-Ьмъ ^, т. е. — ч'Ьмъ работа между (В) и (Л)\ сл'Ьдовательно 'п:< со. 
Такршъ образомъ мы опред'Ьлили два предала и и П, между 
которыми лежатъ величины, могущтя быть приписаны потенцхальной 
энерг1и со системы въ данномъ ея состояши, при чемъ всегда 

и-~т. = д. (128) 

Введен1емъ наибольшей величины потенщальной энерг1и въ уравне- 
ше (123), выражающее законъ сохранешя энерг1и, мы можемъ дать 
этому уравнешю бол'Ье определенное механическое толкован1е. Им1Ья 
въ такомъ случать для каждаго момента движешя равенство 

мы видимъ во первыхъ, какъ и прежде, что количество энергш си- 
стемы Т+ П во время движен1я остается неизм'Ьннымъ, при чемъ 
оба вида энерг1и увеличиваются или уменьшаются на счетъ другъ 
друга; т. е. одинъ ея видъ переходитъ въ другой, или наоборотъ. 
Ером1^ того, мы не мо&емъ себ'Ь представить никакого такого перво- 
начальнаго положешя системы, для котораго было-бы Щ > ^ или 
и^<0. Но величина кинетической энергхи Т^, въ первоначальномъ 
положеши, можетъ быть какою угодно, разум'Ьется положительною, 
величиною. Сл'Ёдовательно вообще могутъ представиться так1е три 
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случая: 

п^ + т, = ^, п, + т,>^, По + т,<д, озо) 

Въ первомъ случа-Ь ур. (129) превращается въ 

Т+П = д, пди Т= — т:, (131) 

которое указываетъ, что движете совершается изъ положешя (П^, Т^) 
такимъ же образомъ, какъ будто оно началось отъ разм'Ьщешя (Б), 
гд* П^ = (3, съ первоначальнымъ запасомъ кинетической энерпи, 
равной нулю; т. е. система въ положеши (П^) обладаетъ такою ки- 
нетическою энерпею, которая явилась-бы сл'Ьдств1емъ работы взаим- 
ныхъ силъ системы на пути отъ разм'Ьщешя (В) до разм'Ьщен1Я 
(П^, съ начальными скоростями равными нулю. Если на систему 
не дМствовали до начала ея движен1я никак1я вн'Ьшн1я силы, то 
случай (131) есть единственный, какой только можетъ существовать. 
ДМствнтельно, величина ^ представляетъ наибольшую работу, кото- 
рую когда либо могутъ совершить взаимныя силы системы; а такъ 
какъ совершенная работа изм'Ьряется прхобр'Ьтенною кинетическою 
энерпею, то система, им^Ья въ началЬ кинетическую энерпю нуль, 
не можетъ пр1обр1Ьсть, подъ д'Ьйствхемъ одн'ёхъ только взаимныхъ силъ, 
кинетическую энерг1Ю большую ^. Во второмъ изъ случаевъ (130) 

гд'^ т, представляющее избытокъ энерг1и системы противъ ^, есть 
величина существенно положительная, и должна представлять некото- 
рую кинетическую энерг1ю, ибо потенгиальной энерг1и у системы больше 
^ быть не можетъ. Уравнен1е (129) въ этомъ случать обращается въ 

которое показываетъ, что движен1е совершается отъ положен1я 
(П(), 1\) такъ, какъ будто оно началось изъ разм-Ьщенхя (Б), съ 
первоначальнымъ запасомъ кинетической энерг1и т. Во время движе- 
шя Т можетъ изм'Ёняться отъ т до ^, а П— отъ ^ до нуля. Чтобы 
такое движен1е им^ло м'Ьсто, необходимо дМств1е вн1Ьшнихъ силъ, или — 
непрем'Ьнно мгновенное, если движен1е, по закону (132), дМствительно 
началось съ (В), или — въ течен1и н'Ькотораго промежутка времени, меж- 
ду положен1ями (^5) и (П^), если движете (132) началось изъ (П^^). 
Работа упомянутыхъ силъ и обусловитъ приращен1е естественнаго 
запаса ^ энерг1и системы на величину т. Наконецъ въ третьемъ изъ 
случаевъ (130), когда 

и, + т, = д-а, 
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гд-Ь ^ есть существенно положР1тельная величина, ур. (129) обра- 
щается въ 

Т+П=е~д, (133) 

которое показываетъ, что движен1е происходитъ такъ, какъ будто 
система вышла изъ положен1я {^ — ^) съ нулевыми скоростями, 
при чемъ работа д, совершенная взаимными силами отъ {В) до 
{Я — й)-> не обратилась въ кинетическую энерг1ю ея массъ, а без- 
возвратно потерялась для системы. Кром'Ё того, при движеши (133) 
для системы н'Ьтъ возможности когда-либо, подъ д'Ьйств1еа1ъ только 
взаимныхъ сидъ, пр1йти къ разм'Ёщенрю {В), ибо тогда было-бы 
П = ^, и ур. (133) обратилось-бы въ Т= — ^, что не им^Ьетъ 
смысла, такъ какъ Т всегда существенно положительно. Такой слу- 
чай можетъ быть, когда гд'Ь-либо на пути системы, отъ {В) къ (П^), 
къ ея точкамъ будутъ приложены вн'Ьшн1я силы, работающ1я пр о т и в ъ 
взаимнымъ силъ системы. Тогда часть естественнаго запаса ^ энер- 
Г1И системы затратится на поб'Ьждеше вн'ёшнихъ сопротивлешй. Но 
очевидно, что крайн1й пред^лъ, къ которому стремится величина ра- 
боты вн'Ьшнихъ сопротивлен1й (силъ), выполнимой на счетъ могу- 
щества системы, есть ^, ибо при ^ = ^ мы имЬемъ 

что не им^Ьетъ смысла, ибо П и Т существенно положительны. Сл'ё- 
довательно, въ этомъ случае, всегда Т=0 и П = (>, т. е. система 
лишена движен1я и &нерг1и. 

— ьж-н — • 
Разсмотр'Ьнные выше случаи могутъ быть наглядно пояснены 
прим'Ьромъ движен1я простаго маятника. 

Представимъ себ-Ь н'Ькоторую мате- 
р1альную точку массы ш, соединенную не- 
сгибаемою и нерастяжимою нитью / съ не- 
подвижнымъ центромъ О (рис. 63). Въ ка- 
комъ-бы изъ возможныхъ положешй Л, В, 
с, й, е... вокругъ центра О мы ни пред- 
ставили себ'Ь точку ш, къ ней будетъ всег- 
да приложена сила Д одной и той же ве- 
личины и направлен1я. Въ данномъ слу- 
чае система состоитъ изъ точки ш и другой н-Ькоторой матер1аль- 
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ной точки, неподвижной и безконечно удаленной отъ О. Всл'Ьдств1е 
этого сила Р, обусловливаемая этою второю матер1альною точкою, 
будетъ постоянна и сама себ'Ь параллельна. Разм'Ьщен1е системы м'Ь- 
няется постольку, поскольку изм'Ьнится положеше точки т. Мо- 
гущество системы изм'Ьрится работою силы Р на пути между поло- 
жен1ями В ж А, и будетъ 

д=г.]Р.ЛВ==Г/21. (134) 

Положеше Б будетъ соотв'Ьтствовать равнов'Ёсш нашей движущейся 
точки, если она въ этомъ положен1и не обладаетъ никакою скорост1Ю, 
ибо зд1Ьсь сила Р направлена перпендикулярно къ возможнымъ для 
точки перем']Ьщен1ямъ, которыя, въ случае несгибаемости нити /, мо- 
гутъ происходить изъ В только по кругу. Но движен1е отъ В ста- 
новится возможнымъ, если точка будетъ какъ угодно мало отклонена 
отъ положен1Я В, или если ей будетъ въ этомъ положен1и сообщена 
какая-либо какъ угодно малая первоначальная скорость; т. е. движен1е 
будетъ возможно, если первоначальный величины П^ или Т^ бу- 
дутъ какъ угодно мало разниться отъ нуля, положимъ — на величину е . 
Въ такомъ случа'Ь во все время движен1я мы будемъ им'Ьть: 

или, обозначая черезъ А высоту точки, въ какой либо моментъ ея 
движешя, надъ плоскост1ю НН, перпендикулярною къ Р (т. е. — одну 
изъ величинъ АС, АВ. . .), мы будемъ очевидно им'Ьть: 



пш 



и = Р.1ь II -^^ + Р,1г = Р.21-^1, (135) 

при чемъ количество энерг1и во время движен1я не равно строго 
Р, 2/, но на какъ угодно малую разницу больше этой величины. Смо- 
тря по направлен1ю вышеупомянутой первоначальной скорости или 
первоначальнаго отклонен1я, точка т будетъ двигаться отъ В по 
той или другой сторон^^ круга Д (^, с, в, при чемъ потенц1альная 
энерг1я системы будетъ уменьшаться, переходя въ кинетическую. 
Эта посл]^дняя достигнетъ своей наибольшей величины въ точк'Ь А, 

гдЬ 11 = ж сл'Ьдовательно —^=Р,21. Положеше А опять соот- 
в1^тствуетъ равнов'Ьс1Ю точки ш, будетъ ли нить I несгибаема или 
н'Ьтъ, лишь-бы она была нерастяжима. Но остаться въ этомъ поло- 
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жен1И точка не можетъ, обладая скорост1ю V.^\ сл1^довательно дви- 
жете будетъ продолжаться въ направлеши скорости V^, при. чемъ 
кинетическая энерпя будетъ уменьшаться, переходя въ потенц1аль- 
ную, и достигнетъ своей наименьшей величины въ Д гд Ь \\==РЛ1 

И — ^=с. Если въ положен1и В точка ш обладаетъ Н'Ёкоторымъ 

конечнымъ запасомъ 1\^ кинетической энерг1И, то во все время дви- 
жен1я 

~^--^Т.1г=г.ГЛ1+Т,, (136) 

и мы будемъ опять им'Ьть непрерывное движен1е по кругу, при чемъ 
Т будетъ изменяться отъ Т^ до Р.21-^Т^, а П — отъ Р,21 до ну- 
ля, и обратно. Запасъ энерпи системы будетъ больше ея могуще- 
ства, и часть этого запаса всегда останется въ вид'Ь кинетической 
энерг1и. Итакъ мы видимъ, что всякое, какъ угодно малое, изм'Ьне- 
Н1е энерг1и системы въ ея положен1и равнов'Ьс1я Б обусловливаетъ 
нарушен1е этого равнов'Ьс1я и вызываетъ дальн'Ьйшее превращен1е 
одного вида энерпи въ другой, т. е. движете. Во все время посл'Ь- 
дующаго движен1я, количество энерг1и можетъ быть больше или почти 
равно могуществу системы, но никакъ не меньше его. 11оложен1е В 
называется, на основан1и вышесказанныхъ свойствъ, положенгемъ н е- 
устойчиваго равнов'Ьсхя. 

Если точка ш находится гд'ё нибудь между положетями В ш Л, 
то равнов'Ьсге невозможно, и она будетъ двигаться вообще въ сто- 
рону сообщенной скорости, или — въ сторону положительнаго д1эйств1я 
силы, если первоначальная скорость нуль. Пусть Л,^ будетъ высота 
первоначальнаго положетя надъ плоскост1ю ЛН (при чемъ Ь^<21) 
и V^ — первоначальная скорость. Тогда во все время движен1я, 

___ ^ ^г/, ^ __1^ 4- Рк, , (137) 

при чемъ очевидно можетъ быть, |что 

'!^1 + ]Е^Ь^<:Р.21, (138) 

Движен1е начнется съ уменьшен1я /г, если V^ направлена въ сторону 
положительнаго д'Ьйств1я силы К Тогда кинетическая энерг1я — х- 
начнетъ увеличиваться и при /г = О, т. е. въ Л, достигнетъ 
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наибольшей величины, поел* чего потенц1альная энерпя начнетъ увели- 
чиваться, а кинетическая уменьшаться, и эта посл'Ьдняя достигнетъ, при 

А = /г(,, своей первоначальной величины ~-^, по другую сторону отъ 
А, на своемъ круговомъ пути. Отсюда движен1е будетъ продолжаться 
въ сторону им'Ьющейся у точки скорости, т. е. въ сторону увели- 
чивающагося А, до т1^хъ поръ, пока V не обратится въ нуль на та- 
кой высот* /г^, что 

т,='^ + т,, (139) 

что всегда возможно, если правая часть (139) меньше могущества 
РЛ1 или равна ему. Въ посл'Ьднемъ случа* очевидно будетъ /^1=2/, 
и точка, прШдя въ Б и не обладая никакою скоростш, тамъ оста- 
новится. Если же 1г^<21, то движен1е пойдетъ назадъ, и точка по 
другую сторону круга опять подымется на высоту й^, и т. д.; но 
никогда уже не попадетъ въ положеше В. 

Итакъ мы заключаемъ, что если точка начинае^ъ свое движен1е 
йзъ положен1я Д то естественный запасъ энергш системы, т. е. 
ея могущество, является въ цЬлости, и во время движен1я превращается 
въ кинетическую энерг1ю; если же движете начинается отъ промежу- 
точныхъ положен1й между В и Л, безъ первоначальной кинетической 
энерг1и, то часть естественнаго запаса энерг1и системы является уже 
израсходованной, и только ея остатокъ превращается зат-Ьмъ въ кине- 
тическую энерг1ю. Въ такомъ случа* мы должны или считать поло- 
жен1е В^ какъ недостижимое для системы, и мирить могущество си- 
стемы не работою между ^5 и ^., а работою между крайнимъ дости- 
жимымъ положен1емъ, напр. с или б^. и Л] или мы должны себ* 
представить, что система действительно вышла изъ Д но на пути 
до положен1я /г^ на нее действовали вн^шихи силы, которыя урав- 
новешивали силу ^^, вплоть до положен1я А^^. Въ такомъ случае пер- 
воначальная, какъ угодно малая, скорость не могла увеличиваться 
отъ В до Л^, а работа силы Р на упомянутомъ пути была равна и 
противоположна работе внешнихъ силъ. Но эта работа, равная оче- 
видно Р(21 — /г^), и представляетъ невозвратимую убыль могущества 
системы, о которой было сказано выше. Следовательно мы можемъ 
сказать, что при упомянутыхъ услов1яхъ часть энерг1и системы 
утрачена безвозвратно на побеждеше сопротивлешя внешнихъ силъ. 
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Если движете начинается отъ А, то 



тп 



т = '^, (140) 

И ч'Ьмъ меньше г;^, тЬмъ на меньшую высоту поднимется точка надъ 
ПЛ0СК0СТ1Ю НН, возвращаясь зат'Ьмъ опять черезъ положен1е А на 
другую сторону круга, до той же высоты. Въ положен1е же В она 
попадетъ только когда 

2 > 

Итакъ, всякая сообщенная скорость приводитъ точку изъ В въ А, 
и только опред-бленная скорость приводитъ ее изъ А въ В. Други 
ми словами, если точка вышла изъ Д то возвратиться туда она 
можетъ только черезъ А\ выйдя же изъ А, она можетъ въ это по- 
ложен1е возвратиться, не попадая въ В. Положеше А называется 
положешемъ устойчиваго равнов'Ьс1я. 



§ 86> Устойчивость и неустойчивость равновЪс1я взаимныхъ 

силъ. 

Общее услов1е равновЬс1я силъ, приложенныхъ къ точкамъ дан- 
ной системы, состоитъ, какъ было объяснено въ § 28, въ томъ, 
чтобы работа упомянутыхъ сила была меньше или равна нулю при 
всЁхъ возможныхъ безконечно малыхъ перем'Ьщешяхъ системы изъ 
ея положен1я равнов'Ёс1я. Если силы, услов1е равнов1Ьс1я для кото- 
рыхъ разыскивается, суть взаимныя, то работа этихъ силъ при вся- 
комъ И8М'Ёнен1и состоян1я системы можетъ быть выражена съ помо- 
щ1ю соотв'Ётствующаго изм'Ёнешя потенц1альной энерг1и П. ДМстви- 
тельно, если П представляетъ величину потенц1альной энерг1и въ 
начал'Ё какого нибудь перем'Ьщен1я системы, а 1Г — ея величину въ 
конц'Ь перем'Ёщен1я, то разность П — II' выразитъ очевидно работу, 
произведенную взаимными силами системы во время упомянутаго пе- 
рем'Ёщешя. Но съ другой стороны разность П' — П есть ничто иное, 
какъ приращен1е потенщальной энерг1и на разсматриваемомъ пути. 
Сл-Ёдовательно работа взаимныхъ силъ, между двумя положешями то- 
чекъ системы, изм'Ьряется отрицательнымъ приращешемъ потенц1аль- 
ной энерг1и (т. е. — (П' — П)) между этими положениями. Предста- 
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вляя ееб'Ь два совершенно произвольныя безконечно близкая другъ 
къ другу разм'Ьщен1я точекъ системы, и обозначая черезъ Ш соот- 
в1^тствую1цее безконечно малое приращеше потенц1альной энерг1И 
втораго положен1я передъ первымъ, мы заключаемъ, что для равно- 
в'Ьс1я взаимныхъ силъ въ первомъ изъ упомянутыхъ положешй 
должно быть 

— 5П = 0, т, е. оП = 0, (141) 

при всякихъ возможныхъ перем'Ьщенхяхъ точекъ системы изъ разсма- 
триваемаго положен1я. Итакъ, если мы будемъ перем'Ьщать точки си- 
стемы изъ ихъ положен1я равнов'Ьс1я въ друпя возможныя положе- 
жен1я, безконечно мало разнящ1яся отъ перваго, то при всЁхъ та- 
кихъ перем^Ьщешяхъ потенц1альная энерг1я системы или не должна 
изм'Ьняться (когда <5П = 0), или должна увеличиваться (когда 5П>0). 
Если потенц1альная энерг1я, при переход'Ё системы изъ положен1я 
равнов'Ьс1я во всевозможныя сос1^дн1я положешя, увеличивается, то 
очевидно въ самомъ положешй равнов1^с1я величина П есть н а и м е н ь- 
шая въ сравнен1и со смежными положешями. Разсмотримъ значеше 
того случая, когда 511 = 0. 

Предположимъ, что величина потенц1альной энерг1и П, изм'Ь- 
няясь въ зависимости отъ разстоян1й г^ ,г,^...г^ между точками си- 
стемы, переходитъ носл-Ьдовательно черезъ рядъ значешй отъ вели- 
чины П^ къ величине 11{. пусть (^^1, (1^1, (1^11 .. . и т. д. будутъ 
посл'Ьдовательныя безконечно малыя положительныя или отрицатель- 
ный приращешя, который, будучи одно за другимъ приложены къ 
величин'Ь П^, превращаютъ ее въ И^] т. е. пусть 

при чемъ упомянутый приращен1я им'ёютъ м-Ьсто всл'Ьдств1е того, 
что величины 7\,г^...7\, отъ которыхъ зависитъ П и съ изм'Ьне- 
шемъ которыхъ оно м'Ьняется, тоже последовательно возрастаютъ 
на положительныя или отрицательный безконечно малыя величины 
(1г^,д,г^...йг^, Если П, въ промежутк'Ь между своими значешями 
П^ и Па, принимаетъ наибольшую (таххтиш) или наименьшую 
(т1п1тит) величину, то посл'Ьдовательныя значен1Я П: 

не могутъ очевидно быть каждое больше предыдущаго или каждое 
меньше предыдущаго. ДМствительно, П переходя черезъ свое наи- 
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большее или наименьшее значеше, не можетъ постоянно увеличивать- 
ся или постоянно уменьшаться; но должно или сначала увеличиваться, 
а зат'Ьмъ уменьшаться, или наоборотъ. Сл'Ьдовательно, въ данномъ 
случа-Ь одни изъ приращешй €1^1 , б^Д! . . . должны быть положитель- 
ными, а друг1я — отрицательными, какъ-бы мы ни изм'Ьняли величины 
^1 , ^2 • • • ^'п , лишь-бы существовало услов1е, что зависящая отъ 
этихъ посл'Ьднихъ величина П въ упомянутомъ промежутк1> полу- 
чаетъ наибольшее или наименьшее значен1е. Такая перем'Ьна знака 
у приращен1й величины II должна совершаться именно какъ разъ 
при ея переход-Ь черезъ свое наибольшее или наименьшее значеше. 
Наоборотъ, если приращен1я величины П, при данныхъ безконечно 
малыхъ изм'Ьнен1Яхъ положешй точекъ системы (т. е. изъ взаим- 
ныхъ разстоян1й), м-ёняготъ свой знакъ съ положительнаго на отри- 
цательный, то величина П переходитъ черезъ тахппиш; въ против- 
номъ случа'Ь, т. е. при перем'Ьн'Ё отрицательнаго знака приращен1й 
на положительный, она переходитъ черезъ т1штит. 

Если какая нибудь величина, изм-Ьняясь непрерывно, т. е. скач- 
ками, которые могутъ быть сд-Ьланы меньше всякой данной величи- 
ны, переходитъ отъ своихъ отрицательныхъ значешй къ положитель- 
нымъ, или наоборотъ, то при этомъ одно изъ ея промежуточныхъ 
значешй должно быть очевидно нулемъ; хотя наоборотъ — равенство 
нулю еще не обусловливаетъ необходимо перем1^ну знака, ибо, на- 
прим'Ьръ, величина, будучи положительна, можетъ уменьшиться до 
нуля, а зат-Ьмъ опять возрастать отъ нуля, оставаясь положитель- 
ною. Сл'Ьдовательно, если величина П переходитъ черезъ тахипит 
или тшхтит, то ея приращеше Ш, м'Ёняя при этомъ свой знакъ, 
въ нЬкоторыхъ случаяхъ можетъ переходить черезъ нуль; именно, 
когда это (ЛИ вблизи отъ упомянутаго таххтит'а или тхштит'а 
изменяется непрерывно, т. е. такими скачками, которые въ сравне- 
н1и съ Ш могутъ быть приняты безконечно малыми. Если это по- 
сл1^днее условхе непрерывности при приближен1и къ тах. или тшхт. 
не удовлетворено, то Ш можетъ при этомъ и не обращаться въ 
нуль. ДМствительно, вообще говоря, можетъ случиться, что, при- 
ближаясь къ тах. или тш1т. величины П, съ помощш посл'Ьдова- 
тельныхъ безконечно малыхъ изм'Ьнешй взаимныхъ положен1й то- 
чекъ, мы будемъ и величину II пзм1Ьнять безконечно малыми скач- 
ками на йП, но такимъ образомъ, что каждыя посл'Ёдующ1я (Ш не 
будутъ постепенно уменьшаться до нуля; въ такомъ случа'Ь, при не- 
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реход^ черезъ тах. или шшпп., с1П только перем'Ёнитъ свой знакъ, 
но не перейдетъ черезъ нуль; т. е. мы не будемъ въ состоян1и подъ- 
искать на данномъ пути такихъ изм-Ьненхй положешй точекъ си- 
стемы, при которыхъ соотв'Ётственное изм-Ёнеше величины II было 
бы равно нулю. Такимъ образомъ, перем-Ьна знака приращен1я дан- 
ной величины есть необходимое услов1е ея перехода черезъ свое 
наибольшее или наименьшее значен1е; обращен1е же этого прираще- 
н1я въ нуль есть только возможное услов1е упомянутаго перехода. 
Если сл-Ёдовательно мы вОобразимъ себ-Ь нашу систему въ такомъ 
разм1зщен1и, которое соотв'Ётствуетъ тах1т. или пишт. ея потен- 
ц1альной энерпи, и будемъ затЬмъ безконечно мало изм'Ьнять это 
разм'Ьщен1е, то въ случа'Ё тахпп. необходимо будемъ им-Ёть 
отрицательный приращешя величины II, въ случа* 1шшт. наоборотъ 
ВСЁ возможные оП вообще будутъ необходимо положительны; но 
въ томъ и другомъ случа-Ё также возможно, что всё или нЬкото- 
рыя изъ ^П обратятся въ нули. 

Для пояснешя предыдущаго обратимся къ случаю маятника, 
разобраннаго въ посл-Ёднемъ параграф-Ё. Если нить маятника не 
только нерастяжима, но и несгибаема, то масса т можетъ прибли- 
жаться къ положешямъ тах1т. и т1шт. потенц1альной энерг1и, 
т. е. къ точкамъ В п Л, или отъ нихъ удаляться, только по кру- 
гамъ рад1уса /, которые будутъ * лежать очевидно на сфер-Ё того же 
рад1уса, касательной въ точкахъ Б п Л къ плоскостямъ Н'1Г и 
НН. Следовательно, если при этихъ услов1яхъ мы будемъ выводить 
систему безконечно мало изъ положешя тах. или тт., то точка ш 
будетъ перем'Ёщаться по элементамъ плоскостей Н'Н' или НН, ко- 
торые эти плоскости им-Ёютъ общими со сферами возможныхъ пере- 
м'Ёщешй; но такъ какъ при этомъ разстоян1е точки ш отъ плоско- 
сти не будетъ м'Ёняться, то ея потенщальная энерг1я при подоб- 
ныхъ безконечно малыхъ перем'Ёщен1яхъ не изм-Ёнится, и прираще- 
н1я (Я1 этой посл-Ёдней сл'Ёдовательно будутъ равны нулю. Но если 
нить, будучи нерастяжимою, можетъ сгибаться, то точка ш можетъ 
уйти изъ положешй Л или В вдоль по лиши ЛВ. Въ такомъ слу- 
ча-Ё, какъ-бы ни было мало изм'Ёнен1е положен1я точки вдоль по 
упомянутой лин1и, оно будетъ сопровождаться соотв'Ётственнымъ из- 
м-Ёнешемъ ея разстояшя отъ плоскости НН, а сл'Ёдовательно и от- 
рицательнымъ или положительнымъ безконечно малымъ приращен1емъ 
соов'Ётственной величины П, отличнымъ отъ нуля; но знакъ этого 
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приращешя всегда будетъ отрицательный, если точка выйдетъ изъ 
В, и положительный, если она выйдетъ изъ А. 

Итакъ, обозначая черезъ оП безкон. малое приращен1е величи- 
ны П, при безконечно маломъ перем1Ьщен1и системы изъ даннаго по- 
ложен1я по любому изъ возможныхъ для ея точекъ путей, мы за- 
ключаемъ, что въ случа'Ь, П тах., упомянутое (5П должно быть или 
отрицательное, или нуль, т. е. 

5П = 0, (142) 



а въ случа'Ь, П тт1т.: 



оП = б) . (143) 



Сравнивая вышеприведепныя услов1я тахшшт'а и пиштит'а съ 
услов1емъ равнов1Ьс1я, 

мы находимъ, что система, съ наименьшею потенц1альною энерг1ею, 
всегда удовлетворяетъ услов1ю равнов^Ьс1я, а система, съ наиболь- 
шею потенц1альною энерг1ею — только тогда, когда, при всЬхъ воз- 
можныхъ для нея изъ упомянутаго тах1тит'аперем'Ьщен1яхъ, §П=(?. 
Сл-Ьдовательно, точки системы никогда не могутъ начать движенья 
изъ положешя наименьшаго П безъ дМствья вн'Ьшнихъ силъ или 
безъ заран'Ёе сообщенныхъ скоростей; т. е. если кинетическая энер- 
г1я системы въ положеши, П тшхт., есть нуль, то движен1е всег- 
да невозможно. Если система находится въ разм'Ьщен1и, П тах1т., 
и ея кинетическая энерг1я при этомъ равна нулю, то иногда дви- 
женье системы невозможно. Такъ, въ нашемъ прим^Ьр'Ь, маятникъ не 
выйдетъ непосредственно изъ положенья Д только если нить несги- 
баема, всл-Ьдствье чего движете должно происходить по кругу. Въ 
противномъ случа'Ь положеше В не будетъ положеньемъ равнов'Ьсья. 
Вышеизложенныя заключенья, вытекая непосредственно изъ условьй 
равнов'Ьсья, могутъ быть также выведены изъ уравненья сохраненья 
энергьи, 

Т+П-То + По, при Т,= 0. (144) 

Такъ какъ въ положеньяхъ, безконечно близкихъ къ ттьт., будетъ 

По~-П = 0, то Т^О, (145) 

что указываетъ на отсутствье и невозможность движенья, ибо Т, бу- 
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дучи всегда существенно положительной величиною, не можетъ сд-Ь- 
латься меньше* нуля, и обращается въ нуль, когда всЬ члены суммы 
Т, т. е. всЬ скорости, суть нули. Точно также въ случаЬ тах1т. 
будемъ им-Ёть 

По — П = О , и соотв'Ётственно: Т^О. Т>0 , (146) 

т. е. движен1я не будетъ только въ случа'Ь, когда П^, — и = 0. 

Разсмотримъ теперь, каково будетъ движен1е системы, выведен- 
ной изъ ея положен1я равнов1^с1я, соотв'Ьтствующаго тах. или тш. по- 
тенц1альной энерпи. Выведена изъ положен1я равнов'Ьс1я система мо- 
жетъ быть двоякимъ способомъ: или ея точкамъ будутъ сообщены 
(конечно внешними силами) Н'Ькоторыя скорости, т. е. н'Ёкоторое 
приращен1е кинетической энерг1и, или точки системы будутъ пере- 
двинуты въ какое либо соседнее разм'Ьщен1е безъ сообщен1я имъ ско- 
ростей, т. е. будетъ изм1^нена потенц1альная энерг1я системы. Обра- 
тимся сперва къ положен1Ю равнов^с1я, соотв'Ьтствующему наиболь- 
шей потенц1альной энерг1и, т. е. П^ = ^. Если точкамъ системы со- 
общено н1Ькоторое количество кинетической энерг1и т, то во все вре- 
мя движен1я должно быть 

Т+П = ^ + т, (147) 

Такъ какъ на первыхъ элементахъ движен1я, по условш (145), 
() — П — О, то Т=т; но зат'Ёмъ П должно уменьшаться и сл'ёдо- 
вательно Т — увеличиваться. Такимъ образомъ для системы будетъ 
возможно, подъ вл1яшемъ первоначальнаго толчка, все большее и 
большее отступлен1е отъ положен1я равнов'Ьс1я, какъ бы ни былъ 
малъ этотъ толчекъ, т. е. какъ бы ни была мала величина т. По- 
этому соотв'Ьтствующее положен1е равнов1Ьс1я называется не устой- 
чив ымъ. Упомянутое выше увеличенхе величины Т будетъ продол- 
жаться до т1Ьхъ поръ, пока уменьшающаяся величина П не переста- 
нетъ получать отрицательныхъ приращешй, и не начнетъ снова уве- 
личиваться, получая уже положительный приращен1я, т. е. пока П 
не достигнётъ своей наименьшей величины, при чемъ система прой- 
детъ черезъ новое положен1е равнов'Ьсхя. Но въ этомъ новомъ по- 
ложеши равнов'Ьс1я система не остановится, ибо ея кинетическая 
энерг1я тутъ очевидно не будетъ равна нулю; сл-Ьдовательно, движе- 
те будетъ продолжаться съ увеличивающейся потенц1альною энер- 
Г1ею и уменьшающеюся кинетическою до новой перем'Ёны знака у 

14 
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Ш, когда П достигаетъ наибольшей величины, а Т — наименьшей. 
Но такъ какъ наименьшая величина Г не можетъ быть меньше т, и Т не 
обратится въ нуль, то движен1е будетъ продолжаться изъ вновь до- 
стигнутаго положен1я равнов1^с1я, и т. д. При этомъ нужно зам'Ь- 
тить, что при описанномъ движен1и системы между абсолютными 
тах1т. и шшш!., соотв'Ьтствующими равенствамъ П~$ и П = О, 
величина потенц1альной энергии можетъ принимать рядъ относитель- 
ныхъ тах. и тт., соотв'Ьтствующихъ тоже положен1ямъ равновЁ- 
с1я; но такъ какъ ни въ одномъ изъ этихъ положен1й величина Т 
не можетъ обратиться въ нуль, то система въ нихъ останавливаться 
не будетъ. Прим1Ьръ такого рода относительныхъ тах1т. и т1шт. 
можемъ вид1^ть при движен1и точки, подъ дМств1емъ постоянной си- 
лы, между двумя перпендикулярными къ направлешю силы плоско- 
^ ^ стями Н'Н' и НН (рис. 64) по кривой 

\ 3/" I ВшМАМ^гВ, на которой положен1Я В и 

7;г"'^^'\_-'^ ^п^ А будутъ соотв1эТСтвовать абсолютнымъ 

\^ _ тахт!, и т1тт., положен1я Ж — относи- 

А ' 

тельнымъ тахтг., а положены ш — отно- 

^^^* ^^' сительнымъ тинт. 

Положимъ теперь, что точки системы выведены, безъ сообщешя 
ймъ скоростей, изъ положен1я равнов'Ьс1я, и притомъ— какъ угодно 
мало; т. е. пусть П^, уменьшится на какъ угодно малую, но отлич- 
ную отъ нуля величину ^\ тогда очевидно, система пр1йдетъ въ дви- 
жен1е, ибо услов1я равнов1Ьс1я уже не будутъ выполняться, и во вре- 
мя движен1я будетъ 

Т+П = д~д, (148) 

откуда видймъ, что Т будетъ увеличиваться до т1Ьхъ поръ, пока П 
не достигнетъ наименьшей величины. Зат1^мъ Т будетъ уменьшаться 
и обратится въ нуль, при ^\ = ^ — ^. ДальнМшее увеличен1е П не 
будетъ возможно, такъ какъ тогда Т должно бы было сд'Ьлаться от- 
рицательнымъ. Но такъ какъ положеше П = (3 — ^ не удовлетво- 
ряетъ услов1ю равнов'Ьс1я, то движен1е будетъ продолжаться, и опять 
повторится уменьшен1е П и увеличен1е Т. Такимъ образомъ, система, 
разъ выйдя въ данномъ случа'Ь изъ положен1я неустойчиваго равно- 
в1^с1я, уже въ него не возвратится. 

Предположимъ теперь, что система начинаетъ свое движен1е 
изъ положен1я устойчиваго равнов1Бс1я, съ первоначальною кинети- 
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ческою энерпею т, которая можетъ быть предположена какъ угодно 
малою. Тогда П^ = 0, 1^^ === т, и уравнен1е сохранен1я энерг1и при- 
иимаетъ видъ 

Т+и = т, (149) 

откуда видимъ, что П можетъ увеличиваться только до величины т, 
когда Т обращается въ нуль, ибо, при II >т, Т должно бы было сд-Ь- 
латься отрицательнымъ, что невозможно. Достигну въ положешя (П = т), 
система въ немъ не останется, ибо- услов1я равнов'Ьс1Я не будутъ 
удовлетворены, такъ какъ для системы въ этомъ ея положен1и бу- 
дутъ возможны так1я перем1^щен1я, при которыхъ П будетъ умень- 
шаться. Итакъ, наступитъ движен1е системы, при которомъ П будетъ 
уменьшаться, а Т увеличиваться до П = (? 1гТ=т, т. е. до воз- 
врата въ положен1е равнов'Ёс1я, изъ котораго система опять вый- 
детъ, чтобы снова возвратиться, и т. д. Такое положен1е равнов'Ьс1я, 
въ которое система снова возращается, будучи изъ него выведена, 
называется устойчивымъ. 

Если система будетъ выведена изъ положен1я устойчиваго рав- 
нов'Ьс1я безъ сообщен1я ея точкамъ скоростей, и доведена до поло- 
жен1я, съ потенц1альною энерггею ^, а зат1Ьмъ будетъ предоставлена 
самой себ1Ь, то во все время движешя будетъ 

откуда видимъ, что система опять возвратится въ положен1е П — О, 
чтобы снова выйти изъ него и дойти до Т=0 и и = ^, и т. д. 



§ 37. Превращенке^ передача и трата энерпи. 

Всякое движен1е консервативной системы, подъ дМств1емъ ея 
взаимныхъ силъ, мы можемъ разсматривать, какъ последовательное 
увеличеше количества энерг1и одного вида на счетъ уменьшен1я энер- 
г1и другаго вида, т. е. какъ процессъ превращен1я или потенц1аль- 
ной энерг1и въ кинетическую, или наоборотъ. 11ревращен1е потен- 
ц1альной энерг1и въ кинетическую им^Ьетъ очевидно м^^сто, когда си- 
лы системы въ общей сложности выполняютъ положительную работу, 
которая въ этомъ случаЬ тратится на увеличеше кинетической энер- 
г1и, уменьшая запасъ работы, подлежащей выполнен1Ю, т. е. потен- 
ц1альную энерг1ю. Такого рода превращение будетъ продолжаться до 
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т'^хъ иоръ, пока потенц1а,11ьная энерг1Я не уменьшится до ш1штит'а,. 
какъ это было объяснено въ предыдущемъ параграфе. Упомянутый 
тМтпт не есть необходимо абсолютный, т. е. не соотв'Ьтствуетъ 
самой наименьшей величйн1Ь потенц1альной энерпи системы, какую 
мы можемъ только себ1^ представить; но представляетъ такую вели- 
чину потенц1альной энерг1и, которая менЬе, ч'Ьмъ всЬ соотв^Ьтствую- 
Щ1Я сос'Ьднимъ (съ разсматриваемымъ) положен1ямъ системы. Другими 
словами, приращен1я потенц1альной или кинетической энерг1и могутъ 
перем1^нять свой знакъ не только при абсолютно наибольшихъ или 
наименьшихъ значен1яхъ соотвЁтствующихъ изм'Ьняющихся величинъ, 
но и вообще при всякихъ значенхяхъ, лежащихъ мея{ду упомянутыми 
абсолютными шах. и тт.; такого рода перем'Ьны знака будутъ 
обусловливать второстепенный тах1т. и т1п1т. Такимъ образомъ, 
превращение одного вида энерг1и въ другой не должно, вообще го- 
воря, продолжаться необходимо до тЬхъ норъ, пока одинъ изъ ви- 
довъ энерг1и будетъ вполнЬ исчерпанъ; но при всакомъ движен1п мо- 
гутъ быть налице н-Ькоторып количества того или другаго вида 
энерг1И, который, по услов1ямъ движен1я, никогда не превратятся 
другъ въ друга. 

Такъ, въ пояснительномъ прим-ЁрЁ § 35 мы видели, что, при 
движен1и матер1альной точки, подъ д1^йств1емъ неизмЁнной силы, по 
кругу, энерг1я системы можетъ быть больше могущества системы, 
при чемъ часть энерг1и всегда остается въ виде кинетической (см. 
ур. (136)). Другой ирим'Ёръ неполнаго превращешя одного вида энер- 
Г1И въ другой мы можемъ ВИДЕТЬ въ движен1и т^ла около притяги- 
вающаго центра, при чемъ движущееся тело то приближается къ 
центру, то отъ него удаляется, какъ при обращен1п земли по эллип- 
су, въ фокус!; котораго находится притягивающее солнце. Система, 
^ состоящая изъ неподвижнаго центра /5 (рис. 65) 
и притягиваемаго имъ тЁла, можетъ очевидно обла- 




дать могуществомъ, представляемымъ работою, ко- 
торую выполнила-бы сила притяжен1я, при дви- 
жен1и т'Ёла Е изъ безконечнаго разстоян1я отъ >§ 
до соприкосновен1я Е съ >§. Но, при данномъ движен1и, наличный 
запасъ энерг1и системы можетъ быть вообще меньше возможнаго мо- 
гущества системы, которому онъ равнялся-бы, если-бы движен1е на- 
чалось безъ начальной скорости изъ безконечности. Въ данномъ слу- 
ча'Ь наибольш1й запасъ потенц1альной энерг1и будетъ соотв'Ьтство- 
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вать положен1ю Д и этотъ запасъ весь превратился-бы въ кине- 
тическую энерг1ю, еслибъ движен1е происходило по лин1и Б8. При 
движен1и же вращательномъ только часть этого запаса превращаетса 
въ кинетическую энерг1ю на пути между В и А: въ этомъ посл1Ьд- 
немъ положен1и кинет. энерг1я достигаетъ сравнительно наибольшей 
величины, а потенц. энерг1я — наименьшей: зат1^мъ, на пути отъ Л до 
В происходитъ обратное превращен1е кинетической энерг1и въ по- 
тенщальную, и т. д., безъ полнаго превращения одного вида энерг1и 
въ другой. Если т^ло Е движется около 5 по кругу, то превраще- 
Н1е энерг1и вовсе не им'Ёетъ мЬста, и количество кинетической энер- 
г1и системы во все время движен1я остается постояннымъ. 

Законъ сохранен1я энерг1и, утверждая, что уменьшенге количе- 
ства одного вида энерг1и соотв'Ётствуетъ всегда точно такому же 
приращенш другаго вида, устанавливаетъ количественную эквива- 
лентность обоихъ видовъ энерг1и при ихъ превращен1яхъ, 
не опред'Ьляя однако, какое количество изъ наличнаго запаса всей 
энерг1и системы подлежитъ превращен1ю, т. е. какое количество 
внерг1и можетъ въ различные моменты движен1Я являться въ томъ 
или другомъ изъ обоихъ видовъ, ибо, какъ мы видЬли изъ предыду- 
щихъ примЁровъ, при одномъ и томъ же количеств1Ь всей энерг1и 
системы, но при различныхъ родахъ ея движен1я, различныя части 
одного вида энерг1и подлежатъ превращен1Ю въ другой, и обратно. 
Вышеприведенное заключен1е послужитъ намъ впосл'Ьдствш къ уясне- 
н1ю значешя обоихъ основныхъ законовъ механической теор1и тепла. 



Выд'Ёлимъ мысленно какую нибудь часть изъ консервативной систе- 
мы и разсмотримъ энерг1ю этой части, т. е. сумму П -г Т. Такъ 
какъ матертальныя точки, составляющ1я выд'Ьленную часть, подлежатъ 
д'Ьйств1ю не только взаимныхъ силъ между ними, но и силъ, обусло 
вленныхъ остальными точками системы, которыя должны быть раз- 
сматриваемы, какъ вн-Ьшти, по отношен1ю къ выд'Ьленной части, то 
количество энергхи этой части не будетъ оставаться постояннымъ. 
ДМствительно, приращен1е кинетической эн^.рг1и разсматриваемой 
части системы будетъ происходить насчетъ работы не только ея 
взаимныхъ силъ, но и силъ вн1Ьшнихъ, зависящихъ отъ остальныхъ 
точекъ системы: первая работа будетъ обусловлена только взаим- 
нымъ расположенхемъ точекъ выд1Ьленной части: но вторая работа 



214 Глава П. Прршципы Динамики. § о'^ 

кром1& того еще будетъ зависЁть отъ распред'Ёлен1я точекъ осталь- 
ной чаГсти. Сл-Ьдовательно, при движен1и точекъ выд'Ьленной части 
отъ одного ихъ взаимнаго распред'Ьлешя къ другому, не будетъ всег- 
да одно и тоже приращеше кинетической энерг1и этой части, ибо 
при этомъ распред-^леше разсматриваемыхъ точекъ, по отношешю къ 
остальнымъ частямъ системы, мол^етъ быть различно. Итакъ, энерг1я 
каждой отд1Ьльно взятой части консервативной системы можетъ, во 
время движен1я этой посл'Ьдней, увеличиваться или уменьшаться. Но 
такъ какъ при этомъ количество энерг1и всей системы должно оста- 
ваться неизм'Ьннымъ, то очевидно, увеличеше энерг1и одной части си- 
стемы должно происходить на счетъ ея уменьшен1я въ другихъ ча- 
стяхъ системы. Такимъ образомъ мы приходимъ къ представлен1ю о 
передач 1^, распростанен1и, или переход'Ь энерг1и изъ од- 
ной части системы въ другую, или вообще — изъ одной части про- 
странства въ другую, т. е. — къ представлен1ю о движен1и 
энерг1и. Если наоборотъ въ какой нибудь части разсматриваемой 
системы количество энерг1и остается неизм'Ённымъ во все время дви- 
жешя, то мы должны заключить, что въ этой части системы суще- 
ствуютъ только взаимный силы между составляющими ее матер1аль- 
ными точками, и что остальныя части системы не оказываютъ вл1я- 
Н1Я на разсматриваемыя точки, т. е. какъ-бы для нихъ не суще- 
ствуютъ. Вообще мы только тогда будемъ им1Ьть систему матер1аль- 
ныхъ точекъ съ постояннымъ количествомъ энерг1и, когда примемъ 
въ расчетъ всЬ части наблюдаемой нами матер1и, могущ1я какимъ 
либо образомъ д'Ьйств.овать другъ на друга, т. е. когда мы включимъ 
въ нашу систему весь познаваемый нами матер1альный м1ръ. Для 
отд'Ьльныхъ частей опред']^леннаго такимъ образомъ м1ра сохранен1е 
энерг1и не можетъ им1^ть м1Ьста, ибо въ такомъ случа1^ часть, съ 
неизм'Ьннымъ количествомъ энергхи, не претерп'Ьвая никакого дЬй- 
ств1я отъ остальныхъ частей и сама на нихъ не воздМствуя, не 
существовала бы физически для наблюдателя вн'Ь ея, и представляла 
бы собою весь м1ръ для наблюдателя внутри ея, при чемъ конечно 
наблюдатель разсматривается , какъ часть системы, подверженная 
тМъ или другимъ дМств1ямъ остальныхъ частей. 

Каждое изъ нашихъ отдЬльныхъ непосредствепныхъ наблюден1й 
можетъ относиться къ явлен1ямъ, обнимающимъ только ту или дру- 
гую малую часть всего м1ра. Поэтому мы не можемъ ни наблюдать, 
ни представлять себ'Ь никакого процесса природы, происходящаго въ 
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ограниченномъ пространств-Ь такъ, чтобы количество проявляющейся 
при этомъ процесс^Ё энерг1и оставалось-бы всегда одно и тоже. То 
что мы въ дМствительности наблюдаемъ — есть тотъ или другой мо- 
ментъ взаимнаго превращешя разныхъ видовъ энерг1и другъ въ друга, 
при чемъ количества энерг1и того и другаго вида должны быть эква- 
валентны между собою. Такимъ образомъ, всякое движен1е, наблю- 
даемое или представляемое нами въ какой либо систем-Ь матер1аль- 
ныхъ точекъ, не обнимающей собою всего М1ра, должно быть связа- 
но съ уменьшен1емъ или увеличен1емъ энерг1и упомянутой системы. 
Это изм-Ьненге энергш наблюдаемой системы можетъ происходить или 
непрерывно, или скачками, можетъ состоять въ изм1^нен1и одной 
только потенц1альной энерг1и, или одной кинетической, или обЬихъ 
заразъ. Другими словами, если мы обозначимъ черезъ Е и Е' коли- 
чества энерг1и системы соотв-Ьтственно для двухъ безконечно близ- 
кихъ моментовъ времени, то разность Е — Е можетъ быть тоже 
безконечно мала, какъ въ случа'Ё непрерывнаго изм'Ьнен1я энерг1и, 
пли _Е' — Е можетъ быть конечною величиною, если энерг1Я изм'Ь- 
няетъ свою величину скачками. ЕромЬ того, обозначая черезъ Т и 
II и черезъ Т и П' количества кинетической и потенц1альной энер- 
Г1И системы для перваго и втораго изъ двухъ вышеупомянутыхъ мо- 
ментовъ времени, мы имЁемъ очевидно: 

Т-^и^Е и Т-\-и^ = Е1, (151) 

всл'Ьдств1е чего приращен1е энерг1и системы опред'Ьлится слЁдую- 
щимъ образомъ: 

Е.-Е=Т—Т^и^ — и, (152) 

при чемъ является очевиднымъ значен1е частныхъ случаевъ, когда 
происходитъ изм'Ьнен1е или одной потенц1альной энерг1и, или одной ки- 
нетической, т. е. когда Т = 1\ или П' — П. 

Изм'Ёнеше одной только потенц1альной энерг1и можетъ быть 
произведено, когда къ точкамъ системы будутъ приложены вн'Ьшн1я 
силы, уравнов'Ьшивающ1я внутренн1я взаимныя силы системы во вся- 
К1Й моментъ движен1я этой посл-Ьдией. Въ самомъ д'ёл1^, обозначая 
черезъ ^Ь работу упомянутыхъ вн'ёшнихъ силъ, при какомъ-либо 
возможномъ безконечно маломъ изм'Ьнен1и распред'Ьлен1я точекъ си- 
стемы изъ ихъ разм'ЬщенШ въ какой-либо моментъ времени, и помня, 
что отрицательное приращен1е — «^П потенц1альной энергш системы, 
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при т1^хъ-же перем'Ьщен1ЯХ7>, представитъ соотв1Ьтствующую работу 
внутреннихъ силъ, мы будемъ им^ть, на основан1и § 28, (76), сл1Ь- 
дующее услов1е равновесия вн1Ьшнихъ и внутреннихъ силъ для каж- 
даго момента времени: 

§1 — 8П = о, (153) 

< 

Обозначимъ черезъ о1Х и сШ работу вн1^шнихъ и внутреннихъ силъ 
для д1Ьйствительныхъ безконечно малыхъ перем'Ьщен1я то- 
чекъ системы. Если эти перем1:>щен1я обращаемы, т. е. если ря- 
домъ съ ними возможны также друг1я перем1Ьщешя, имъ прямо про- 
тивоноложныя, то услов1е (153) для такихъ перем1Ьщен1й обра- 
щается въ 

с1Ь — (111^0, (154) 

Но при движен1и системы должно выполняться условие (120), кото- 
рое представится въ вид1^: 

сЛ — с1и — (^Т=0, (155) 

гд'Ь (1Т представляетъ приращен1е кинетической энерг1И системы. На 
основан1и (155) и (154) им1Ьемъ, что 

т. е. что кинетическая энерг1я, не получая приращешя, остается не- 
изм'Ьнною во все время движен1я. Кром^Ь того изъ условгя 

сШ =-- аЬ (154) 

видно, что, если движен1е системы происходитъ въ сторону вн'Ьш- 
нпхъ силъ, т. е. если работа этихъ послЬднихъ, йЬ, на каждомъ 
элемент'Ь перем'Ьщен1я опред1^ляется положительною, то приращен1е Ш 
потенц1альноп энерпи системы будетъ тоже положительно, т. е. эта 
энерг1я будетъ увеличиваться на с четъ работы вн1Ьш- 
нихъ силъ; въ обратномъ случае, когда движен1е таково, что ра- 
бота ЛЬ отрицательна, потенщальная энерг1я системы будетъ умень- 
шаться, затрачиваясь на работу противъ вн'Ьшнихъ 
силъ. Въ первомъ случа^Ь вн'Ьшняя работа тратится на увеличе- 
Н1е энерг1и системы; во второмъ случа1^ выигрывается вн1^шняя 
работа насчетъ затраченной энерг1и. Если вн'Ьшшя силы, по 
выполнен1и ими н1Ькоторой положительной или отрицательной работы, 
перестаютъ дМствовать на точки системы, то движен1е этой посл1^д- 
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ней продолжается съ постоянною энерг1ею. но изм1^ненною противъ 
той, которая имЬла м'Ьсто до начала дМств1я вн'Ьшнихъ силъ. 

Если вн'Ьшн1я силы приложены описаннымъ способомъ къ точ- 
камъ системы въ тотъ моментъ ихъ движен1я, когда кинетическая 
энерг1я равна нулю, то эта посл1^дняя очевидно останется равною 
нулю во все время, пока д'Ьйствуютъ вн1Ьшн1я силы; т. е. система 
будетъ въ поко1^. Но въ такомъ случа1Ь, при неизм'Ьнномъ распре- 
д1Ьлен1и точекъ системы, ея потенц1альная энерг1я останется неиз- 
мЬнною. Однако при этомъ достаточно сообщить системЬ какъ угод- 
но малый запасъ кинетической энерг1и, чтобы т^мъ вызвать непре- 
рывное превращен1е вн1^шней работы въ потенц1альную энерг1ю, или 
наоборотъ. Увеличеше потенщальной энерг1и произойдетъ, когда со- 
общенныя скорости будутъ направлены въ сторону д'Ьйств1я вн'Ьш- 
нихъ силъ; уменьшен1е— когда упомянутыя скорости обусловятъ дви- 
жен1е противъ д1^йств1я вн'Ьшнихъ силъ. 

Сл1ЬдуюЩ1е простые прим'Ьры могутъ пояснить намъ разъяснен- 
ный выше способъ изм'Ёнен1я потенц1альной энерг1и системы вн1^ш- 
ними силами. 1) Камень подымается равномерно рукою надъ по- 
верхност1ю земли, при чемъ, во все время движен1я камня вверхъ 
рука уравнов1Ьшиваетъ силу тяжести, работа-же руки увеличиваетъ 
потешиальную энерг1ю системы изъ земли и камня; скорость сооб- 
щается камню рукою при начал'Ь движен1я, и во все время поднят1я 
остается неизмЁнною. 2) Точно также, работа руки увеличиваетъ по- 
тенц1альную энерг1ю системы, когда рука откдоняетъ маятникъ изъ 
положен1я устойчиваго равнов1Ьс1я, не сообщая ему при этомъ ско- 
рости или когда 3) рука завертываетъ пружину, при чемъ сила 
руки во все время завертыван1я уравнов'Ёшиваетъ постепенно воз- 
растающую упругую силу пружины. 

Изм'Ёнен1е одной только кинетической энерг1и системы, незави- 
симо отъ потенц1альной, мы можемъ представить себ1Ь очевидно толь- 
ко мгновеннымъ, и сл1Ьдовательно обусловленнымъ н1Ькоторымъ им- 
пульсомъ мгновенныхъ силъ, или столкновен1емъ матер1альныхъ то- 
чекъ данной системы съ точками другой. Продолжительность импуль- 
са или столкновенхя должна быть при этомъ представлена на столь- 
ко малою, что въ продолжеши времени дМств1я мгновенныхъ силъ 
положен1е частей системы не усп^етъ конечнымъ образомъ изм'Ьнится; 
не изм'Ёнится сл1^довательно и потенц1альная энерг1я; кинетическая 
же энерг1я системы получитъ внезапно н1^которое конечное положи- 
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тельное или отрицательное приращен1е. Въ случаЬ данныхъ импуль- 
совъ упомянутое приращен1е кинетической энерг1и определится по 
§ 33, (121)" уравнешемъ 

Т~ Т, :^ ]^^[V, С08 (/, Г,) ^ 7со8 (/, V)] . (155) 

Въ случа'Ё столкновен1я приращен1е Т — 1\ опред1Ьлится на основа- 
Н1И соображен1й, съ сущност1ю которыхъ мы познакомимся при из- 
сл'Ьдоваши соударен1й твердыхъ т'Ёлъ. 



Всякое наблюдаемое нами явлен1е мы тогда считаемъ вполн1^ 
понятнымъ, когда оно можетъ быть сведено къ ряду простМшихъ 
явлен1й движен1я матер1и. Т-Ь явлен1я, которыя могутъ быть объя- 
снены подобнымъ образомъ, составляютъ предметъ физики. Слож- 
ность явлешя такимъ образомъ зависитъ отъ сложности тЬхъ дви- 
жен1й, которыми оно можетъ быть объяснено. Движен1е-же мы мо- 
я^емъ разсматривать или какъ изм'Ьнеше положешя частей матер1и, 
составляющей данную систему, или какъ процессъ превращен1я энер- 
г1и и ея передачи изъ одного м'Ьста въ другое. 

Если движен1е системы намъ изв1Ьстно вполн'Ь, т. е. если мы 
для каждаго времени можетъ указать м^сто въ пространстве для 
каждой частицы наблюдаемой системы, то мы будемъ въ состоян1и 
очевидно также найти для каждаго времени и мЬста количество энер- 
Г1И того и другаго вида, и сл'Ьдовательно решить вопросъ о пере- 
дач'Ё и превращен1И энерг1и. Но наоборотъ, если мы знаемъ, какое 
количество того или другаго вида превращается одно въ другое въ 
данной части системы пли передается другимъ частямъ, т. е. если 
для насъ р'Ьшенъ вопросъ о передаче и превращеши энерг1и, то 
изъ этого еще не сл-Ьдуетъ, что мы всегда въ состоян1и идти даль- 
ше и р'Ьшить вопросъ о движеши каждой частицы разсматриваемой 
системы. 

При однихъ явлен1яхъ, какъ наприм'Ьръ, звуковыхъ и отчасти 
св-Ьтовыхъ, мы можетъ вполн-Ь представить себ1^ т'Ь движешя, кото- 
рыя въ этихъ явлен1яхъ проявляются. При другихъ явлен1яхъ, какъ 
напримЬръ — тепловыхъ, электрическихъ, магнитныхъ, мы можемъ 
представить себ-Ь только изм-Ьнешя энерпи и ея перем'Ьщешя, со- 
отв'Ьтствующ1я упомянутымъ явлешямъ, не зная почти ничего о со- 
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отв'Ьтственномъ движеши въ собственномъ смысл1Ь, по недостатку 

фактовъ, которые помогли-бы намъ сд'Ьлать как1я-либо заключен1я 
въ этомъ направлен1и. 



§ 38. Передача энерпи машинами. 

Представимъ себ'Ь н1Ькоторую матер1альную систему, которая 
движется подъ дМств1емъ силъ, взаимно уравновешивающихся для 
каждаго момента времени движен1я; кром'Ь того движен1е системы пусть 
будетъ обращаемое, т. е. пусть каждому ряду д1Ьйствительныхъ пе- 
рем'ЬщенШ частей системы соотв'Ьтствуетъ рядъ прямо противополож- 
ныхъ возможныхъ перем1Ьщешй. При такихъ услов1яхъ, работа вс1^хъ 
вышеупомянутыхъ взаимно уравнов'Ьшивающихся силъ во все время 
движен1я системы должна быть равна нулю, а кине^'ическая энерг1я 
системы должна оставаться неизм'Ьнною. 

Такого рода движущаяся система представляетъ собою общ1Й 
типъ машины. Такъ какъ сумма работъ силъ, приложенныхъ къ 
машин'Ь, должна быть равна нулю, то работа одн-^хъ изъ этихъ силъ 
будетъ положительная, а работа другихъ — отрицательная. Силы, при- 
ложенный къ машин'Ь и ВЫП0ЛНЯЮЩ1Я во время ея движен1я положи- 
тельную работу, называются двигателями: силы, выполняющ1я 
въ тоже время отрицательную работу, называются сопротивле- 
н1ями. Двигатели направлены вообще подъ острыми углами къ дви- 
жен1Ю т-Ьхъ частей, къ которымъ они приложены; сопротивлешя об- 
разуютъ вообще тупые углы съ направлен1ями движен1я соотвЬт- 
ствующихъ частей машины. Двигатели очевидно не обусловливаютъ 
непосредственно никакихъ изм'Ьнен1й въ движенш машины, кинети- 
ческая энерг1Я которой остается постоянною; роль двигателей со- 
стоитъ въ томъ, чтобы во все время движен1Я машины уравновеши- 
вать сопротивлен1я, или побеждать сопротивлен1я. Роль ма- 
шины состоитъ въ томъ, чтобы осуществить услов1я, при которыхъ 
работа двигателей можетъ быть превращена въ полезную работу, 
побеждающую работу сопротивлешй. 

Обозначая черезъ ЛЬ^ элементарную работу двигателя, совер- 
шаемую въ течен1и элемента времени, при безконечно маломъ пере- 
мещен1и частей машины, черезъ ЛЬ^ — соответствующую элементар- 
ную работу сопротивленШ, и черезъ б?Т— приращенье кинетической 
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энерг1и машины, мы будемъ им1^ть сл'Ьдующее услоз1е обращаемаго 
движен1я (см. 120): 

г/Х,, -г- (Л, 4- с1Т= О, (156) 

при чемъ, всл1^дств1е равнов1^с1я двигателей и сопротивлен1й: 

б?Хш -г^1г = 0, (157) 

и сл'Ьдовательно 

(^Т=гО; (158) 

т. е. кинетическая энерг1я машины остается неизм1Ьнною (получаетъ 
приращен1я равныя нулю), и во все время движешя, по (157), рабо- 
та двигателей равна и противоположна работ1^ сопротивлен1й. 

Кром1Ь силъ двигателей и сопротивлешй, котарыя по нашему 
произволу могутъ быть приложены къ машин'Ь, или н1^тъ, всегда су- 
ществуютъ еще силы, не подлежащ1я нашему произволу, существова- 
н1е которыхъ обусловлено существовашемъ самой машины. Эти си- 
лы направлены всегда, какъ показываетъ опытъ, противъ движешя 
частей машины и потому называются вредными сопротивле- 
н1ями. Обозначая черезъ (1^ элементарную работу вредныхъ со- 
противлешй (по предыдущему — всегда отрицательную) при безконеч- 
но маломъ обращаемомъ перем1^щен1и машины, мы должны, принимая 
во вниман1е эту вредную работу, представить услов1е движен1я въ 
сл'Ёдующемъ вид1Ь: 

йЪ^ -\- с1Ьг + й^ + (?Т г:= О , (1 59) 

откуда видимъ, что постоянство кинетической энерг1И эшшины будетъ 
им'Ьть м'Ьсто при сл'Ьдующемъ услов1и равнов'Ьс1я: 

йЬ,,, 4- ЛЬг + (1Ь'-=0, (160) 

т. е. когда работа двигателей тратится на поб'Ьждеше не только вн1>ш- 
нихъ, полезныхъ сопротивлешй, но и вредныхъ. 

Силы, дМствующхя на части машины должны очевидно обусло- 
вливаться присутств1емъ какой-либо матер1альной системы, такъ или 
иначе связанной съ машиною. Разсматривая машину и матер1альную 
систему, обусловливающую двигатели, какъ одно ц1Ьлое, мы будемъ 
им^ть н'Ькоторую матер1альную систему, къ которой приложены вн1;ш- 
шя силы (сопротивлен1я), совершающ1я во время движешя системы 
отрицательную работу. Такой случай былъ разсмотр'Ьнъ въ предыду- 
щемъ параграф1^, гд^ё было указано, что онъ соотв1ьтствуетъ умень- 
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шешю эперг1и системы, къ которой приложены силы, совершающ1я 
отрицательную работу. Такъ какъ энерпя машины остается постоян- 
ною, то работа, затрачиваемая на поб'Ьжден1е сопротивлешй, полу- 
чается на счетъ убыли энерг1и той системы, которая обусловливаетъ 
двигатели и которая можетъ быть названа резервуаромъ полезной 
работы. Роль машины такимъ оброзомъ состоитъ въ томъ, чтобы 
энерг1ю упомянутаго резервуара превращать въ полезную работу 
противъ сопротивлен1Й. 

Съ другой стороны, мы можемъ разсматривать какъ одно цЁлое 
машину и ту систему, которая обусловливаетъ существованхе сопро- 
тивлен1я. Въ такомъ случа1^ вн'1^шн1я силы, приложенныя къ разсма- 
триваемой систем'Ь (т. е. наши двигатели), совершая положительную 
работу, увеличиваютъ энергхю системы. Такимъ образомъ вообще ма- 
шина является посредникомъ, перем'Ьщающимъ энерг1ю отъ одной си- 
стемы къ другой и преврашающимъ переносимую энерг1ю въ опре- 
д-Ёленный видъ. 



••-С®(ВС>^- 



ГЛАВА III 

Д1ЙСТВ1Е ОЙЛЪ НА ТВЕРДЫЯ ТФЛА (ДИНАМИКА 
ТВЕРДЫХЪ ТФЛЪ). 



А) РАВНОВЬСШ ТВЕРДЫХЪ ШЪ (СТАТИКА). 



§ 39^ Равнов'Ьс1е свободнаго твердаго т%ла. 

Подъ твердымъ тЬломъ въ настоящей глав1Ь подразум'Ьвается 
въ строгомъ смысл'Ё неизменяемая система матер1альныхъ точекъ, 
т. е. такая система, точки которой не могутъ изм1Ьнять своихъ взаим- 
ныхъ разстояшй. Твердое тК^ло будетъ свободнымъ, когда для 
какой либо изъ его точекъ возможны всяк1я поступательныя движе- 
н1я, и кром'Ё того для всего тЬла возможны всЬ вращен1я около этой 
точки. Неизменяемость разстояшй между частицами абсолютно твер- 
даго тела приводотъ къ тому заключенш, что как1я-бы взаимныя 
силы ни действовали между этими частицами, оне должны оставаться 
въ равновес1и, ибо упомянутый силы всегда направлены по неизменнымъ 
разстояшямъ между частицами. Такимъ образомъ, действ1е внешнихъ 
силъ на твердое тело должно состоять только въ изменеши величины 
и момента количества движен1я, ибо всяк1я друг1я действ1я внешнихъ 
силъ, помимо упомянутыхъ изменен1й, совпадая очевидно по напра- 
влешю съ действ1ями взаимныхъ силъ (которыя, до § 21, § 24, не 
производятъ такихъ изменен1й), должны взаимно уравновешиваться, 
на основан1и неизменности разстояшй между точками системы. Сле- 
довательно наоборотъ, внешшя силы, приложенныя къ точкамъ твер- 



§ 39 Глава III. А) Статика твердаго тъла. 223 

даго т'Ьла (или къ точкамъ, неизмЬнно съ нимъ соединеннымъ), тогда 
находятся въ равнов'Ьсхи, когда ихъ направлен1я совпадаютъ съ на- 
правлен1емъ какихъ-либо равнод'Ьйствующихъ воображаемыхъ взаим- 
ныхъ силъ между точками разсматриваемой неизм-Ьиной системы, 
т. е. когда данныя силы могутъ быть разложены на рядъ составля- 
ющихъ, направленныхъ по разстоян1ямъ между точками системы, и 
попарно противоположныхъ и равныхъ. Но мы знаемъ, что если си- 
лы удовлетворяютъ вышеизложеннымъ услов1ямъ, то (§ 21, § 24) 
ихъ геометрическая сумма и ихъ моментъ около всякаго начала рав- 
ны нулю. Сл-Ьдовательно, обозначая черезъ 1Р геометрическую сум- 
му силъ, а черезъ ХЖ*— геометрическую сумму ихъ моментовъ около 
произвольно выбраннаго начала, мы будемъ им^ть сл'Ьдующгя усло- 
в1я равнов'Ьс1я: 

1Р=0, 131=0. (1) 

Если подъ 1М\ мы будемъ подразум'Ьвать моментъ около любаго 
начала, который всегда равенъ нулю, то второе изъ ур. (1) заклю- 
чить въ себ'Ь также и услов1е 1;^Р= О, ибо, по § 23, (30), можно 
положить: 

а эта величина обращается въ нуль для всякаго начала тогда толь- 
ко, когда отд1^льно т=0 и М< = 0, ибо Ш остается для всякаго 
начала неизм1^нно, а Ж' м1Ьняется; но Ж', представляя моментъ гео- 
метрической суммы силъ, только тогда равно нулю для всякаго на- 
чала, когда сама эта сумма есть нуль. 

Къ тЬмъ же самымъ уравнен1ямъ (1) мы прШдемъ, если будемъ 
выводить услов1я равнов1Ьс1я изъ принципа возможны хъ пере- 
м^щен1й, изложеннаго въ § 28 и выраженнаго ур. (76). Пусть X, 
1^ 2 будутъ слагаю1ц1я, по н'Ькоторымъ прямоугольнымъ осямъ, отъ 
силы, приложенной къ н1^которой точк'Ь даннаго твердаго т1^ла, коор- 
динаты которой суть X, у, ^. Для различныхъ точекъ значен1я X, Г, 
2и, X, у, ^ очевидно должны предполаться вообще различными. Форма 
и положен1е твердаго т1Ьла будутъ намъ изв'Ьстны, когда мы будемъ 
знать координаты каждой изъ его точекъ; по изм1&нен1ю величины 
упомянутыхъ координатъ мы можемъ судить о перем1^щен1яхъ твер- 
даго тЬла. Но всл'Ьдств1е неизм-Ьняемости разстоянШ между точками 
твердаго т'Ьла, для нихъ возможны не всяк1я произвольныя изм'Ёне- 
н1я координатъ, а только тЬ, который соотв'Ьтствуютъ поступатель- 



224 Глава III. А) Статика твердаго тъла. § 39 

нымъ или вращательнымъ движен1ямъ т'Ьла, т. е. единственно возмож- 
нымъ для него перем'Ёщен1ямъ. Итакъ предположпмъ, что твердое тЁло 
вс1Ьми своихми точками передвинулось безконечно ]^1ало по какому ни- 
будь направлен1ю: тогда каждыя три координаты каждой изъ точекъ 
т-Ёла изм'Ьнятся на безконечно малый положительныя или отрицатель- 
ный величины. 

оа , оЬ , ^с , (2) 

придавая которымъ всевозможный (безк. малыя) значен1я, мы исчер- 
паемъ ВСЁ возможныя безконечно малыя поступательныя перем1>ще- 
н1я неизм-Ёняемой системы. Предполагая зат'Ёмъ, что твердое т1^ло 
повернулось на произвольно выбранные безконечно малые углы §а , 
^6,бу, соотв'Ётственно около трехъ осей координатъ, мы найдемъ 
(§ 31, (101)), что координаты х,г1,2 какой нибудь точки изм1Ьнятся 
соотв-Ётственно на безконечно малыя величины 

у^'^1 — ^§^ 5 ^Са — х§у , хо^ — г/6си , (3) 

при чемъ множители (?а, б^, оу будутъ очевидно одни и Т'Ёже для 
всЁхъ точекъ разсматриваемой системы. Придавая упомянутымъ мно- 
жителямъ всевозможныя безконечно малыя значен1Я, мыпсчерпаемъ 
для каждой точки всё возможныя для нея безконечно малыя нере- 
м'Ёщен1я, обусловливаемый различными вращешями системы около 
различныхъ осей, проходящихъ черезъ начало координатъ. Такъ какъ 
любое перем1^щен1е системы можетъ быть представлено, какъ ком- 
бинац1я поступательнаго и вращательнаго движен1й, то приращен1я 
$х, ^у, 8^ координатъ х, у, ^ какой либо точки системы, при любомъ 
перем'Ёщен1и этой посл-Ёдней, выразятся суммою приращениТ (2) и 
(3), т. е. будутъ: 

с^о; = оа + г/оу — ^ор^ 

ор=1оЪ'\' ^ол — х8у, (4) 

$^~-8с -\- хо^ — у8о^ "'"•). 



*) Полошимъ вообще^ что точки какой либо системы получаютъ конеч- 
ный рядъ безконечно малыхъ перемещений, характеризуемыхъ прпраще- 
н1ями о, ж, Ь^у^ Ь^в координатъ х. у^ г какой либо точки., для перваго перем'Ёщен1я, 
приращентями ОзЛ?. Оз?/, ^з-г— для втораго перем-Ьщензя. и т. д. Положимъ дал-Ье, что 

1,х == ?, + а,х -|- Ь,у Л- с^2, \х = I, +■ гх,х -|- ^,у + ^{,2, 

о, ?/ =:= ^2 + «2^^ + ^2У + ^2^ ^ ^^2^ = ^^2 + «2^ + За?/ + 72^ ^ 

Ь,2 :=г ?з 4" «зЛ' + Ь^у 4- С^2. %^ = Хз + «ч-^ + ?зУ -\- Тз-^1 
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Припоминая общее услов1е равнов'Ьс^я, 

ж подставляя въ него величины (4), мы находимъ: 

откуда, всл'Ьдств1е совершенной произвольности величинъ ^а, <5й . . 
6а, ^Р . . , выводимъ сл'Ьдующ1я уравнен1я равнов'Ьс1я: 

(5) 

2(1^ — ^^)=:(), 1^(2х—Х^) = 0\ 2(Х^— Тх) = 0. 

Но первыя три изъ предыдущихъ уравнен1й выражаютъ, что вс1^ три 
слагающ1я по осямъ координатъ геометрической суммы вс1Ьхъ прило- 
женныхъ силъ равны каждая нулю, всл'Ьдств1е чего очевидно должна 
быть равна нулю и сама упомянутая геометрическая сумма. Посл'Ьд- 
Н1Я три изъ предыдущихъ уравнен1й выражаютъ, что каждый изъ 
трехъ слагающихъ моментовъ силъ около осей координатъ равенъ 
нулю (сравн. (32), § 23), всл'Ьдств1е чего и самый этотъ моментъ, 



и т. д. Тогда въ результат* всЬхъ этихъ перемЪщен1й будетъ такое изм'Ёнен1е 
жоординатъ разсматриваемой точки: 

Ьх = о^x + Оз-^ Н , Ьу — Ь^у -|- Оз!/ Н •> ^^ = ^1^ + '^2-^ Н ^ 

независимо отъ того, произойдутъ-ли перем-Ьщеная 1, 2 . . . заразъ, или последо- 
вательно, при чемъ конечно величины X, а, ^, . . . 7, а, & . . . предполагаются безко- 
нечно малыми, а число приращен1й В^ , §2 и т. д. — конечнымъ. Действительно, пред- 
полагая, что сперва произошло перем'Ёщен1е о^ и зат-Ьмъ перем^щенае Оз, мы по- 
лучимъ окончательное приращен1е въ вид*: 

о^.г + Оз (ж + Ь^x) = 7^ 4- а^x + Ь^у + с,.с 

+ X, 4- я^ {х + о^.т) +- р, (у + Ь,у) 4- у, (^ -Ь Ь,^) 

= ?1 + >м + («. + ^1) X + (^ 4 Р,) 2/ + {с, -Ь ТО ^ 

ибо произведен1я а^о^дг, (З^о^^/... суть безконечно малы въ сравненхи съ («^-(-а^), 
{^\-\-^\) • ' • Точно также докажемъ вообще, что 

Ь^х 4- 02 (.т + Ь^х) 4- Оз [.т 4- '\х 4- Оз {X 4- 61^-}] 

4 0^ {х + о^ж 4- 02 (^ 4 о^а?) 4- ^3 [ ]1 Н ^==:Ь^x-\'Ь^x-{- Оз.т 4- о^аз -4 

лишь-бы число приращенхй о^, Оз-.. не было безконечно велико. 

15 
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т. е. геометрическая сумма моментовъ всЬхъ данныхъ силъ, долженъ 
быть равенъ нулю. Итакъ, урр. (5) выражаютъ прежде найденное 
нами услов1е (1). 



§ 40^ Сложен1е силъ, д^йствующихъ на неизменяемую систему. 

Подъ сложен1емъ силъ, приложенныхъ къ твердому тЁлу. 
разумеется разыскан1е одной или н'Ьсколькихъ такихъ силъ, кото- 
рыя зам'Ьняли-бы данный силы по своимъ д1Ьйств1ямъ. Такъ какъ 
д'Ьйств1е силъ на твердое тЬло состоптъ только въ измЁненп! вели- 
чины и момента его количества движен1я, то всяк1я друг1я силы, 
производящ1я т\уж^ самыя изм1^нен1я упомянутыхъ величинъ, будутъ 
равнод'Ьйствующими данныхъ. Но свободное твердое т'ёло, по отношен1ю 
къ возможнымъ перемЬщен1ямъ своихъ точекъ, выполняетъ т1> услов1я, 
при которыхъ, по § 31, измЬнен1е величины количества движен1я изме- 
ряется геометрическою суммою приложенныхъ силъ, а измЬнен1е мо- 
мента количества движешя — моментомъ приложенныхъ силъ. Следо- 
вательно всяк1я силы, геометрическая сумма которыхъ и моментъ 
около нроизвольнаго начала будутъ равны геометрической сумме и 
соответствующему моменту данныхъ силъ, приложенныхъ къ твер- 
дому т^Ьлу, будутъ равнод'Ьйствующими этнхъ посл'еднихъ. Такимъ 
образомъ, если мы черезъ 1Р^, Ъ\ . . . обозначимъ данный силы, при- 
ложенныя къ твердому т'елу, черезъ М^, М^ . . .— ихъ моменты около 
некотораго произвольно выбраннаго начала, черезъ 1\\ ^у. . . и 
Ж/, М^^. . . — равнодействующ1я силы и ихъ моменты около того-же 
начала, то должны будутъ удовлетворяться следующая услов1я: 

ХР^-И"', 1Ж=-1Ж', (6) 

где суммы берутся геометрически. При этомъ очевидно также, что 
силы, равныя и протпвоположныя найденнымъ равнодМствующимъ, 
будутъ уравнов1Ьшивать данный силы Р^.Р^.,., ибо геометрическая 
сумма и моментъ такихъ противоположныхъ силъ будутъ — Ц" 
и— ХМ\ сумма же и моментъ вс^хъ силъ, действующихъ на твердое 
т^ло будутъ 

и обратятся, вследств1е (6), въ нули; т. е. удовлетворятъ услов1Ю 
равновес1я (Г). 
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Изъ § 23 мы знаемъ, что для всякой данной системы силъ мо- 
гутъ быть подобраны по крайней м1^рЬ три силы (вообще вектора), 
которыхъ моментъ будетъ равенъ моменту данныхъ сплъ. Одна изъ 
упомянутыхъ трехъ силъ равна по величин1^ и иаправлен1Ю гео- 
метрической сумм'Ь данныхъ силъ и проходитъ черезъ такую точку, 
моментъ данныхъ силъ около которой совпадаетъ по направлен1Ю съ 
этой геометрической суммой: другхя двЬ силы лен^атъ въ плоскости, 
перпендикулярной къ первой, и составляютъ пару, моментъ кото- 
рой равенъ моменту данныхъ силъ около упомянутой выше точки 
или, что все равно, — около направлешя первой силы, какъ оси. 
Такъ какъ очевидно, геометрическая сумма трехъ упомянутыхъ силъ 
будетъ кром-Ь того равна геометрической сумм'Ё данныхъ срглъ, то 
первый представятъ систему изъ напменьшаго возможнаго числа 
равнодМствующихъ послЬднихъ. Итакъ, всякая система силъ, 
д Ё й с т в у ю щ и X ъ на твердое т 1Ь л о, м о ж е т ъ быть во в с 1^ х ъ 
о т н о ш е н 1 я X ъ 3 а м -Ё н е н а по крайней м ё р "Ь одною си- 
лою и къ ней перпендикулярною парою. Такимъ образомъ 
мы видимъ, что способъ зам1^ны одной системы силъ другою, ей рав- 
нодМствующею, заключается для даннаго случая въ выражен1и 
(30), (§"23): 

М^М'^Ш, (4) 

при чемъ очевидно, что геометрическая сумма силъ, им'Ьющихъ мо- 
ментъ Ж, равна геометрический суммЬ силъ, имёющихъ моментъ 
М^^Ш, ибо въ § 23 было указано, что геометрическая сумма 
силъ момента ЗГ можетъ быть сд'Ьлана равною нулю, а геометрическгя 
суммы силъ, имЁющ1я моменты М и Ш, суть одн'Ь и тЬже, но прило- 
жены къ разнымъ точкамъ. Точно также легко вид1Ьть, на основанш 
§ 23, что данная система силъ можетъ быть зам'Ёнена двумя взаимно пер- 
пендикулярными силами, приложенными къ двумъ различнымъ точкамъ. 
Изъ вышенриведеннаго непосредственно сл'Ьдуютъ заключешя о 
сл'Ёдующихъ частныхъ случаяхъ. 

1) Всякая сила, приложенная къ твердому т-Ьлу, можетъ быть 
заменена равною ей силою, приложенною гд'ё либо по той-же прямой 
ЛИН1И, какъ первая. 

2) Силы, направлен1я дМств1я которыхъ встр-Ёчаются въ одной 
точк'Ё, могутъ быть зам'Ьнены ихъ геометрической суммой, приложен- 
ной къ упомянутой ТОЧК'Ё, 
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3) Дв'Ь параллельный силы зам1^няются одною, равною ихъ ал- 
гебраической сумм'Ё, и приложенною вдоль по лин1и, разд-Ьляющей 
разстоян1е между о51^ими точками приложен1я данныхъ силъ, внутрен- 
но или вн'Ьшне, обратно пропорц1онально величинамъ этихъ силъ. 
Внутреннее д^Ьлен1е соотв'Ьтствуетъ случаю силъ, направленныхъ въ 
одну сторону, вн^Ьшнее — въ разныя стороны. 

4) Дв'Ь равныя параллельный силы, направленныя въ разныя 
стороны, составляютъ пару силъ и не могутъ быть зам1Ьнены 
одною силою. 

5) Точка перес^Ьчен1я равнодМствующей двухъ параллельныхъ 
силъ и лин1и, соединяющей точки приложения этихъ посл'Ьднихъ, не 
завися отъ направлен1я слагающихъ, останется таже самая для вся- 
кихъ взаимно параллельныхъ силъ, проходящихъ черезъ одн1Ь и т-Ьже 
точки приложен1я. 

6) Точка приложен1я равнодМствующей двухъ одинаково на- 
правленныхъ параллельныхъ силъ, д1Ьля разстоян1е между об'Ёими 
данными точками прнложен1я въ обратномъ отношен1и къ величинамъ 
силъ, совпадаетъ, по § 22, съ центромъ инерц1и двухъ массъ, пом1Ь- 
щенныхъ въ упомянутыхъ точкахъ и пропорц10нальныхъ по своей 
величин'Ь соотв^Ьтствующимъ силамъ. 

7) РавнодМствующая н'ёсколькихъ равнонаправленныхъ парал- 
лельныхъ силъ легко найдется посл1^довательнымъ сложен1емъ, и бу- 
детъ равна по величин1^ сумм'Ь данныхъ силъ. Ея точка приложен1я 
совпадетъ съ центромъ инерц1и воображаемыхъ массъ, пропорщональ- 
ныхъ даннымъ силамъ и разм'Ьщенныхъ въ соотв'Ётствующихъ точ- 
кахъ приложен1я. Такая точка, не изменяющая своего положешя съ 
изменен1емъ направлен1Я параллельныхъ силъ, проходящихъ черезъ 
т'Ьже точки приложен1я и сохраняющихъ свои величины, называется 
центромъ параллельныхъ силъ. 

— ьжч— — • 



Сила, равная и прямо противоположная равнодМствующей, долж- 
на очевидно уравнов'Ьшивать данныя слагающхя, и сл-Ьдовательно, 
вм'Ьст1^ съ этими посл'Ьдними — удовлетворять услов1ямъ равнов'Ьс1я 
(5). Поэтому, еслиХо, Уо-,^о будутъ три слагающ1я равнодМствую- 
щей по осямъ координатъ, а х^.у^,^^ — координаты ея точки при- 
ложен1я, то, на основан1и (5), мы должны им'Ьть: 
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Х,^^7, Г,...1Г, 2, = :^2 (7) 

^гу^о - -^^0^0 =- ^ (^^' — ^^) , (8) 

-^0^0 — 1>о = ^[Ху~ Тх) , 

гд'Ё вообще X, Г, 2^ обозначають слагающ1я данныхъ силъ, приложен- 
ныхъ къ разнымъ точкамъ {х, у, ^) твердаго т'Ьла и уравнов-Ьшиваю- 
щихся одною силою (Хо, Г^, ^о), приложенною въ точк-Ь {х^, ^0, ^о). Изъ 
вышеприведенныхъ уравнен1й (7) и (8) легко вид1^ть, что не всегда 
можно найти три слагающ1я Х^, Го.^о ^Дной силы, которая урав- 
новЁшивала-бы всякую данную систему силъ, дЬйствующихъ на твер- 
дое ТЕЛО. ДМствительно, помножая урр. (8) соотв'Ьтственно на Х^, 
У^.^о и складывая, мы находимъ: 

Х,У(Т, - гу) -г- У,У(2х - X.) + 2,У[Ху - Ух) ^0^ (9) 

мя^ Мш^ ^^ 

откуда видимъ, что три искомыя величины Х^, Го^^о должны, кро- 
м'Ь трехъ урр. (7), еще удовлетворять уравнен1ю (9), что не всегда 
возможно. Уравнен1я (7) требуютъ, чтобы искомая равнодМствую- 
щая равнялась геометрической сумм'Ь слагающихъ, а уравнен1е (9)— 
чтобы направлен1я равнодМствующей (если таковая найдется) и мо- 
мента слагающихъ около начала координатъ были перпендикулярны 
другъ къ другу. Это посл'Ёднее услов1е им'Ьетъ очевидно м1^сто, гд1Ь-бы 
ни было выбрано начало координатъ, ибо урр. (8), изъ которыхъ сл*- 
дуетъ ур. (9), существуютъ для всякаго начала координатъ. Подста- 
вляя величины Х^,, Го.^о изъ (7) въ (9), мы находимъ слЗДющее 
услов1е, которому должны удовлетворять данныя силы, чтобы им1Ьть 
одну равнод'Ьйствующую: 

^:х . >: (Г^ - гу) +^:г ,^{7.х^ х^з -\->:.2 .^ [Ху - Ух) = о. (9) 

Что касается до урр. (8), то каждое изъ нихъ, на основаши (9), пред- 
ставляется сл'Ёдств1емъ двухъ остальныхъ, всл'Ьдств1е чего коорди- 
наты х^,у^,^^ точки приложешя равнодМствующей определяются 
только двумя независимыми другъ отъ друга уравнешями, которымъ 
удовлетворяютъ вс* точки н-Ькоторой прямой лин1и. Такой резуль- 
татъ очевиденъ самъ по себ'Ё, ибо точка приложен1я силы, д'Ёйствую- 
щей на твердое т-Ьло, можетъ быть перенесена куда угодно вдоль по 
прямой, совпадающей съ направлен1емъ силы. 



230 Глава И1. А) Статика твердаго тъла. § 40 

Но всегда можно найти дв'Ь силы (Х^, 1\, 2^^) и {X.,, Т.^, Е.^), 
приложенный къ двумъ точкамъ {Х1,у^,^^) и (;г.^, ?/^, ^.,), ко- 
торый зам1Ьняли-бы данную систему силъ. Так1я силы и ихъ точки 
приложен1я опред1^лятся очевидно уравнен1чми: 

х, + х, = у:х. 1\+1\ = 1:Т, 2^,^х,^^г, 

1\,, ~ 7., у, -^ 1>, - 7.^1, = Ъ{Т,-7у), (10) 

7^х^ — Х^з^ -п- 7^х.^ — Х^г,^ = 2^ [^7х — Х^) , 

Х^У^ Т^Х^ -г Х.^у.^ ^2^1 ^^ ^ (^^ ~ ^^) ' 

при чемъ вообще можно подобрать н'Ьсколько сплъ по дв1^, изъ ко- 
торыхъ каждый дв1^ вм1Ьст'Ь были-бы равнодействующими даннымъ, 
ибо число уравнен1й (10), опредЬляющихъ дв1. силы и ихъ точки 
приложен1я, меньше числа искомыхъ неизв1^стныхъ. 

Точно также всегда можно найти н1Ькоторую пару силъ и силу, 
замЬняющ1Я данныя силы. Называя данныя величины 

>:х, ^у У2г 

5: ( Г^ - 7у) , ^{7х~ Хз) , Ъ {Ху — Г^) 
соотв'Ьтственно черезъ (11) 

А. В, О, X, И, X, 

мы будемъ им1^ть сл'Ьдующ1я уравнен1я для опред1^лешя слч^гающихъ 
Х^^, 1\^, 7^ силы, координатъ ея точки приложен1я {х^.у^,^^) и 
слагающихъ моментовъ X, р., V искомой пары: 

Х,^^., Г,^Б, 2,^-С. (12) 

^>о - ^оУо + А -- /- . 

^0.^0 — ^^о^'^;. -1- '^ -=-' '^ • 

Такъ какъ для опред1^лен1я точки приложешя силы достаточно 
только двухъ уравнеН1Й, опред'Ьляющихъ н1^которую прямую, то изъ 
урр. (13) остается только одно для опред'Ёлен1я трехъ неизв'Ьстныхъ 
Л, (X, V. Сл-Ьдовательно, можно подобрать безчисленное множество 
паръ, изъ которыхъ каждая вм'Ьст'Ь съ силою (Х,^, Т^,7^) зам'Ьняла- 
бы данныя силы, лишь-бы слагающ1е моменты втихъ паръ удовле- 
творяли уравнен1ю 

А1-^В^4- Су = АЬ+ВМ~гСК, (14) 
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которое мы получаемъ помножая урр. (13) соотв'Ьтственно на Л, Д (7, 
и складывая. Но между этими парами можно найти одну, которая 
будетъ перпендикулярна къ сил-Ь {Л, Д С) и направлеше момента 
которой будетъ сл'Ьдовательно параллельно этой силе. ДМствительно, 
помня, что если дв'Ь лин1и параллельны, то ихъ проложешя на вся- 
к1я друг1я лиши будутъ въ постоянномъ отношен1и между собою, мы 
можемь условхе параллельности лин1п {Л, В, С) и (л, [л, V) выра- 
зить такимъ образомъ: 

и получимъ изъ трехъ уравнешй (14) и (15) также, какъ въ 
§ 23, (39): 

К = Л 

1^^-В — --^-, (16) 



^?2 


А1 + БМ^СК 


Е^ 


А1+В31 + СЖ 



гд'Ь 



В' 

В' = Л' + В' + С\ (17) 

Полагая въ каждомъ изъ трехъ выражен1й (16) соответственно 
А^Ь = {Е' — В^- С^)1, 
ВЧ1={В'—А' — С')31, 

С'К={В' — В' — А')Ж, 



мы получаемъ: 



-, _ -. ^1В — МА ^^А-ЬС 
Л — ь — л р2- — — о ^ , 

,^ ,,МС-КВ .ЬВ — МА ._, 

!^ = М - С -^, А ^р , (16) 

.ЖА — ЬС ^МС — ЖВ 



всд'Ёдств1е чего урр. (13) обращаются въ 

Б(^,-с)-СС2/о-5)-0, 
С{х,-а)-А{г^-с)=:0, (18) 

^ {Уо — Ь)~ В (Жц — а) = О , 
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гд'Ь 



МС — ^Б _ :^А — Ь С _ 1Б- М Л 



откуда видимъ, что одною изъ возможныхъ точекъ приложения силы 
(Л, В, С) будетъ точка, координаты которой суть: 

х^ = а, У^ = Ь, ^о^с, (20> 

какъ мы уже вид^Ьли въ § 23, (42). 

Если данныя силы параллельны между собою, то обозначая че- 
резъ I, ш, п косинусы угловъ, которые какая нибудь Р изъ этихъ 
силъ д'Ьлаетъ съ О'сями координатъ и помня, что эти углы, всл^Ьд- 
ств1е УСЛ0В1Я параллельности, для вс*хъ силъ должны быть одина- 
ковы, мы будемъ им'Ьть: 

У,[Т^ — 2у) = тЪ'Е'^ — п1:Ру , 

V (гх—Х^) = пЪ1'х - г^Рх , (21) 

1:{Ху- Тх) = 11:Ру — ш1.Рх , 

всл^Ьдств1е чего услов1е (9)' удовлетворится, и равнодМствующая 
найдется изъ уравнен1й 

Х,=^1ЪР. Г,=гшУ:Р, г.^пЪР, (22) 

откуда, обозначая самую равнодействующую черезъ ^'о^ им1Ьемъ: 

Р, = ЪР: (23) 

косинусы угловъ равнодМствующей съ осями будутъ очевидно /, ш, п. 
Въ такомъ случае уравн. (8), определяющ1я точку приложен1я равно- 
дМствующей, превратятся въ 

1Р,у, - тГ,х, = 1^Ру - ш'^Рх . 
Эти уравнен1я удовлетворятся, как1я-бы ни были величины /, 
ш, /г, если всегда 
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то есть, равнод'Ьйствующая проходитъ всегда черезъ одну и туже 
точку — центръ параллельныхъ силъ, который опред'Ьляется, какъ 
центръ инертци массъ, равныхъ по величин-Ь даннымъ силамъ и раз- 
м^Ьщенныхъ въ соотв'Ьтствующихъ точкахъ приложешя, что явствуетъ 
изъ сравнен1я выражен1й (25) и (§ 22), (27). 

Если параллельныя силы пропорц1ональны массамъ матер1аль- 
ныхъ точекъ, къ которымъ он'Ь приложены, то мы будемъ им-Ёть 
для каждой массы т и для каждой силы Р\ 

Р^т.д и -^Т'^д^.т, (23)' 

гд-Ь д есть коеффиц1ентъ пропорщональности, одинак1й для всЬхъ 
силъ и массъ, и представляющ1Й очевидно ускорен1е (всегда одно и 
тоже), сообщаемое силою 1В' масс1> т. 

Такой случай мы им'Ьемъ при д'Ьйств1и тяжести вблизи отъ зем- 
ной поверхности. Тогда выражен1я (25) превращаются очевидно въ 

"-^'2^' ^'--1^' ^—ш- ^'^У 

Центръ параллельныхъ силъ при этомъ носитъ назваше центра 
тяжести, и его положен1е, не завися отъ величины силъ, совпа- 
даетъ съ центромъ инерц1и данныхъ массъ. 



§ 41. Равнов^с1е твердаго тЪла, съ одною несвободною точкою. 

Твердое т'Ьло не будетъ свободно, когда для него сд-^лаются 
невозможными одно или н'Ьсколько изъ поступательныхъ или враща- 
тельныхъ перем-Ёщешй. Ограничен1е поступательныхъ перем'Ёщешй 
можетъ им'Ьть м1^сто, когда одна изъ точекъ т'Ьла или неподвижна, 
или должна оставаться всегда на н1Ькоторой данной поверхности, или 
должна оставаться на н'Ькоторой лин1и, или можетъ сойти съ одной 
или н'Ьсколькихъ поверхностей въ опред'Ьленныя отъ нихъ стороны, 
и т. п. Ограничеше вращательныхъ перем'Ьщен1й можетъ им^Ьть м*- 
сто, когда дв-Ь точки т-Ьла неподвижны, или изв'Ьстнымъ способомъ 
связаны съ одною или н-ёсколькими данными поверхностями, и т. д. 

Для всЬхъ вышеупомянутыхъ случаевъ вообще, въ выражен1и 

-^ б\1 ( Г^ - 2д) + §р1 {2:х - Х^) -^ 6^2 {Ху _ Гх) = о , (26) 
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представляющемъ услов1е равновЬс1я неизменяемой системы, вели- 
чины оа, оЪ, ос^ Оа, 8^, ^у, не будутъ уже совершенно произвольны, 
ибо для несвободнаго твердаго т'Ьла не представляются возможными 
всяк1я поступательныя и вращательныя движен1я. Разберемъ нЬ- 
сколько случаевъ равнов1Ьс1я несвободнаго твердаго т1^ла. 

1) Пусть одна изъ точекъ твердаго тЬла не можеть оставить 
нЬкоторую данную поверхность. Сл1Ьдовательно, для упомянутой точки, 
также какъ и для всей системы, возможны изъ положешя равнов1эс1я 
ВСЯК1Я поступательныя перем1Ьщен1я вдоль по элементу поверхности, 
на которомъ она находится, и невозможны перем1Ьщен1я, къ этому 
элементу перпендикулярныя. Кром'Ь того предполагается очевидно, 
что вращен1я системы около точки соприкосновен1я ея съ данною 
поверхност1ю не ст1Ьснены никакимъ условхемъ. Выберемъ начало 
координатъ въ какой либо точк1; упомянутаго элемента поверхности, 
ось ^ — овъ — перпендикулярно къ его плоскости, а оси х — овъ и 
у — овъ — какъ-либо въ самой плоскости элемента. Тогда пять пере- 
М'Ьщен1й 8а, 8ъ, оа, о|3, су, въ выражен1и (26), могутъ быть раз- 
сматриваемы, какъ совершенно произвольныя; перем'Ьщенхе-же ос 
должно быть всегда равно нулю. Условие равнов1^С1я (26) въ такомт 
€луча1Ь удовлетворится, когда только пять коеффшиентовъ при пяти 
пройзвольныхъ величинахъ обратятся въ нули; множитель-же при ос 
можетъ быть очевидно какой угодно. Итакъ, уравнен1я равнов'Ьс1я 
для даннаго случая будутъ: 

^{У^-2у) = 0, ^{2х-Х^)--=^0, ^(А>- Тх)=0, (27) 

обозначающ1я, что геометрическая сумма взаимноуравнов1>шивающих€я 
сйлъ должна быть по направленно перпендикулярна къ элементу по- 
верхности, поддерживающему т1Ьло, а по величине можетъ быть про- 
извольна, и что геометрическая сумма моментовъ силъ около начала, 
совпадающаго съ этимъ элементомъ, равна нулю. 

Къ т'Ьмъ-же выводамъ мы приходимъ сл'Ьдующими разсужден1ями. 
Всякая система силъ, приложенныхъ къ неизм'Ьняемой систем1Ь, мо- 
жетъ быть зам'Ьнена взаимно перпендикулярными парою и силою, т. е. 
тремя силами. Очевидно, что упомянутая система силъ будетъ въ 
равнов'Ьс1И, если пара равна будетъ нулю, а сила пройдетъ черезъ 
точку, лежащую на элемент1Ь поверхности, и будетъ направлена пер- 
пендикулярно къ этому посл'Ёднему. 



§ 41 
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Если вышеупомянутый услов1я равнов'Ьстя не удовлетворяются, 
то можно найти вообще одну силу, которая вм1Ьст'Ё съ данными обу- 
словливала - бы равнов'Ьс1е . ДМствительно , 
пусть тп (рис. 66) будетъ плоскость, парал- 
лельная элементу поверхности, поддерживаю- 
щему одну изъ точекъ твердаго т'Ьла; пусть 
С будетъ сл^Кдъ на шп нормали къ этому 
элементу; пусть /' и /'' будутъ двЬ силы, за- 
м'Ьняющ1я данную систему силъ (см. § 23 и 
§ 40), при чемъ ^ перпендикулярна къ плос- 
кости тп и перес'Ёкаетъ ее въ точк'ё В. а 
^^ совпадаетъ съ упомянутою плоскостш. Если 
СВ и /' перес1^кутся въ какой-либо точк'Ь А, 
то къ этой посл1^дней мы приложимъ дв1> силы 
Рис. 66. р и д, изъ которыхъ первая равна и проти- 

воположна сил1Ь /\ а посл'Ьдняя перпендикулярна къ плоскости ш/г, 
и, слагаясь съ /", даетъ некоторую силу, приложенную въ точк'ё С. 
061^ силы р и ^, или, что все равно, ихъ равнод-Ьйствующая В\ 
уравнов'Ёшиваютъ систему силъ, представляемую силами /^ и /''. Сила 
В равная и противоположная силЬ В будетъ очевидно равнодМ- 
ствующая данныхъ силъ при данныхъ услов1яхъ. Такая равнодМ- 
ствующая можетъ быть однако найдена только очевидно въ томъ 
случа-Ь, когда точка А не лежитъ въ безконечности и не совпа- 
даетъ съ С. 




Величина, направлен1е и точка приложен1я равнодМствующей, 
при разсматриваемыхъ услов1яхъ, могутъ быть также опред'Ьлены не- 
посредственно изъ условШ равнов'Ьс1я (27). Обозначая черезъ Х^ , 
Г^ , 2^ слагающ1я равнодМствующей, а черезъ х^,у^,г^ — коорди- 
наты ея точки приложея1я, мы будемъ им'Ьть, по (27), введя обоз- 
начен1я (11): 

Х^-^ А^ Г^) =гг Б , 

^^0^0 - ^0^0 = ^ , ^0^0 — ^^0^0 =- ^ , ^0^0 - ^^Ч = Л^. (28) 

Подставляя величины Х^ , Г^ изъ первыхъ двухъ уравнен1й въ 
три остальныя, множа эти посл1^дшя соотв1Ьтственно шА,В,2^^, и 
складывая, мы получаемъ: 
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АЬ-гВМ-г:^,^=0, (29) 

откуда 

г^^_..-^=^^1. (30) 

Подставляя найденную величину ^о въ три посл'ёдн1Я уравнен1я 
(28), мы будемъ им'Ьть сл^дующ^я уравнен1я для опред*лешя Жо , 



АЬ-х-ВМ 
АЬ + ВМ 



В^(, т ^^ Уо 



^-^ х, + Л.,^--М, (31) 

Лу^--Вx^ = N, 

изъ которыхъ каждое представляется, какъ легко зам-Ётить, сл*д- 
ств1емъ двухъ остальныхъ: следовательно урр. (31) опред'Ьляютъ ц-Ь- 
лый безконечный рядъ точекъ приложен1я равнодМствующей, лежа- 
щихъ вдоль полин1и д*йств1я этой последней. Кром* того изъ (31) 
мы видимъ, что равнодействующая перес1;каетъ плоскость (ху), т. е. 
плоскость, совпадающую съ элементомъ задерживающей поверхности, 
въ точке 



МЖ , ^N 



^П 4 Т Т> 1/Г ' ^^0 



лТ^вз! ' ^« ~ ^^ + ВМ ' 



(32) 



которая определится, полагая въ (31) 



^, = 0. 
Точно также найдемъ, что равнодействующая пересекаетъ плос- 
кость (гж) (при Уо = 0) въ точке 

,, Ь I, ^ ^ Г32) 

•^0 = ;^ ' ^0 - _5 • ^ ^ 

и плоскость (уг) (при Хо = 0) въ точке 



Разсмотримъ частные случаи предыдущихъ решений, когда 
или а) N^^0 , 
или Ъ) Л=гВ = 0. 



(32) 
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Для случая а) выражен1е (30) даетъ 

и ^0 им'Ьетъ только тогда возможное значеше, когда 

ЛЬ-гБМ—О', (34) 

при этомъ посл'Ьднемъ условш, мы найдемъ легко, что 

^0 ^^^ Уо = ^ 7 ^0 =^ у~ ? Уо —- у" • ^о' '-^ ^ о ^^^ ^^ — ~Т •) (^^) 

при чемъ 2^ можетъ быть выбрано какимъ угодно. 

На (рис. 66) легко вид1>ть, что, при услов1и а), /"' проходитъ 
черезъ точку С, и тогда н'Ьтъ одной равнод'Ьйствующей; прибавоч- 
ное услов1е (34) требуетъ, чтобы сила /' тоже была приложена къ 
точк'Ь С. 

Случай Ь) им1^етъ тогда м^сто, когда система силъ, приложен- 
ныхъ къ твердому т1Ьлу, сводится къ сил'Ь /* и пар'Ь, лежащей въ 
плоскости тп (рис. 66), и когда зам1Ьна этой системы силами /'' и 
/ невозможна. Тогда очевидно возможны не мен^Ье двухъ равнодМ- 
ствующихъ, лежащихъ въ двухъ различныхъ плоскостяхъ, и приложен- 
ныхъ къ разнымъ точкамъ, при чемъ очевидно, одна равнодМствую- 
щая вообще не будетъ им'Ьть м^ста. Но если случаи а) и Ъ) суще- 
ствуютъ совм'Ьстно, то всегда находится одна равнодМствующая 2^ , 
величина которой и точки приложен1я опред'Ьляются уравнешями 

-гу, = 1, г,х^ = м. (36) 

Наконецъ случай Ь^=^М=^0 соотв-Ьтствуетъ тому, когда сила 
^ приложена къ точк1^ С, и когда равнодМствующая системы равна 
и противоположна сил-Ь /''. 

2) Предположимъ, что свобода перем'Ёщенгй одной какой нибудь 
точки неизм'Ьняемой системы ст'Ьснена тМъ услов1емъ, что эта точка 
не можетъ покинуть какую-либо данную поверхность (т. е. одинъ 
изъ плоскихъ элементовъ) только въ одну какую-либо сторону по 
перпендикуляру отъ этой посл'Ьдней. Въ такомъ случа'Ь, какъ и въ 
предыдущемъ, очевидно, что система силъ, нриложенныхъ къ твер- 
дому т'Ьлу, должна зам-Ьняться только одною силою, проходящею че- 
резъ элементъ поверхности, перпендикулярно къ этому посл-Ьдиему и 
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въ направлен!!! невозможнаго перем'Ьщен1Я. Выбирая оси координатъ 
также, какъ въ предыдущемъ случа!., и кром1^ того ось ^■— овъ, нер- 
нендпкулярну!0 къ элеме!!ту поверхности— В1, томъ направлен1и, по 
которому точка не можетч> отойти отъ поверхности, мы легко замЁ- 
тимъ, что пять изъ изв'Ьстныхъ шести перем^Ь1цеп1Й могутъ быть въ 
услов1п (26) выбраны произвольно, а шестое ос— только всегда отри- 
цательнымъ. Всл1Ьдств1е этого услов1я равнов1.С!я выразятся для дан- 
наго случая сл1эдующими уравнен1ями: 

> (37) 

I ( Т.: - ;??/) .:- о , V (2^ „ Х0) -^ о , >: (Х// - Гх) ^ о , 

значен1е которыхъ только-что было объяснено. 

Если УСЛ0В1Я (37) не удовлетворяются, то система прпложен- 
ныхъ силъ можетъ быть зам'Ьнена н1^которою парою и перпендику- 
лярною къ не11 силою, при чемъ вообще возможно найти еще одну 
силу или одну пару, изъ которыхъ та или другая, вмЬст'Ь съ дан- 
ными силами, удерживала-бы систему въ равновЬс1и. Тутъ, такъ-же 
какъ и въ предыдущемъ, возможны два случая: а) — когда система 
данныхъ силъ зам'Ьняется такими парою и силою, изъ которыхъ пер- 
вая лежитъ въ плоскости шп (рис. 66), параллельной плоскости 
элемента поддерживающей поверхности, а сила перпендикулярна къ 
этой новерхностп: Ь) когда зам'Ьняющ1я пара и сила расположены 
иначе, нежели въ предыдущемъ случае. 

Въ случа'Ь а) очевидно нельзя найти одну уравновешивающую, 
если только пара не равна нулю. Но найдутся всегда дв'Ь уравнов1^ши- 
вающ1я силы, въ двухъ разныхъ плоскостяхъ, приложенный къ раз- 
нымъ точкамъ: одна изъ упомянутыхъ силъ будетъ лежать въ плос- 
кости шп. Действительно, если мы вообразимъ себе пару и силу, 
равный и противоположныя даннымъ, при чемъ посл1^дняя приложена 
въ туже точку, какъ данная сила, то очевидно, система будетъ въ 
равнов'ЁС1и. Но одну изъ силъ пары мы можемъ приложить въ одну 
точку съ одиночною силою, и зам-Ьнить обе эти приложенныя къ од- 
ной точк1Ь силы одною, которая вм^^стЬ съ оставшеюся другою силою 
пары и будетъ уравнов-Ьшивать данную систему силъ. 

Въ случа^Ь Ь) мы можемъ данную пару и силу замЬнить, какъ на 
рис. (66), двумя взаимно перпенди1ф1ярными силами /^и/'', приложен- 
ными въ разныхъ точкахъ, и расположенными такъ, что одна изъ этихъ 
силъ лежитъ въ плоскости, параллельной поддерживающему элементу. 
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При этом'ь положимъ, что невозможны;! перемЁщешя направлены внизъ 
отъ плоскости пт, перпендикулярно къ этой последней, Уравнов'Ь- 
шивающую силу мы найдемъ опять такна% какъ въ случа1^ 1); т. е, 
проведемъ прязгую ВС, соединяющую точку прилоя^ен1Я силы ^ со сл'ё- 
домъ С, на плоскости тп, нормали къ поддерживающей поверхности, 
а къ точк'Ь пересЁченхя лин1и СВ и силы /'', т. е. къ некоторой 
точк!^ Л, приложимъ силу р, равную и противоположную СИЛ'Ё /"', и 
силу д, которая, слагаясь съ параллельною ей силою [, дала-бы н'ёко- 
торую равнодействующую, приложенную къ точке С и направленную 
внизъ отъ плоскости тп. Геометрическая сумма В! силъ р и д', при- 
ложенная къ точк']^ Л, представитъ очевидно искомую уравновеши- 
вающую, а равная и противоположная ей сила В — равнод'Ьйствующую 
силъ /* и /*' при данныхъ услов1яхъ. Для выполнен1я уномянутаго 
построен1я необходимо во первыхъ, чтобы лин1п СВ и /' не были 
параллельны другъ другу, а во вторыхъ, чтобы ихъ точка нересЬ- 
чен1я А лежала между точками С и 1>, если сила /^ направлена 
вверхъ отъ плоскости шп\ если сила ^ направлена внизъ отъ плос- 
кости тп, т. е. параллельно невозможнымъ поступательнымъ пере- 
м'Ёщенхямъ, то точка должна приходиться вне отрЬзка прямой СВ, 
Эти заключен1я д1Ьлаются сами по себЬ очевидны, если мы припои- 
нпмъ правило сложения параллельныхъ силъ и обратимъ вниман1е на 
то, что результирующая параллельныхъ силъ р и ^ (т. е. сила рав- 
ная ихъ геометрической сумм'Ё и им'Ьющая съ ними одинак1Й моментъ 
около всякаго начала), будучи приложена къ Л, должна направляться 
внизъ отъ плоскости шп. 

Къ т Ьмъ-же самымъ выводамъ мы пр1йдемъ, разсматривая общ1я 
уравнен1я (37), соотвЬтствуюпия данному случаю. Обозначая, какъ 
прежде, черезъ Х^, , У^,2^, слагающ1я искомой равнод-Ьйствующей, 
черезъ х^,у^,^(^ — координаты ея точки приложения, и вводя обоз- 
начен1я А, В, С, X, Ж", -Л^, мы получимъ, на основанхи (37), слЬ- 
дующ1я услов1Я для нахожден1Я равнодействующей: 

Х,^.А, У,,^В, ^о-С, 

(38) 

откуда получаемъ, какъ прежде: 

Л Ь -г БУГ -^ Х,^,У = О (39) 
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АЬ-гВМ 

НО съ тЬмъ, чтобы было 2^ < С. 

Для опред'Ьлен1я координатъ х^.у^,^^ получимъ т'Ьже уравне- 
н1я (31), которыя дадутъ намъ, полагая въ нихъ по очередно ^^ = О, 
у^ = 0, х^ = О, координаты точекъ, въ которыхъ равнодМствующая 
перес1Ькаетъ плоскости координатъ: 

ДЛЯ плоек. [Х2/) : ^,/ ^ — ^^тг^^Ж ' ^^^ "^ ТЬ^ВМ ' ^^ ^ 

Т А^ 

для плоек. {2х) : ^^' = -^ , х^-^'' == — "^ ? (^1) 

ДЛЯ плоек, {г^2) : у^''^ = -^ ^ -^с/'' = — ^ ' ^^^^ 

Данныя величины А, Б, С, X, Ж, .Л" мы выразимъ съ помощ1ю вве- 
денныхъ выше силъ /' и р. Оси х — овъ и у — овъ, расположенныя 
въ плоскости параллельной Ш7г, т. е. въ плоскости поддержи- 
вающаго элемента, выберемъ такъ, чтобы ось х — овъ была парал- 
лельна ЛИН1И СБ, уголъ между СБ и /*' обозначимъ черезъ а, и 
разстояше С отъ поверхности, считаемое вдоль по оси ^ — овъ, на- 
зовемъ черезъ — с (ибо оно идетъ на рисункЬ вверхъ отъ плоско- 
сти XI" т. е. по отрицательной оси ^ — овъ); разстоян1е СБ обоз- 
начимъ черезъ а\ тогда координаты точки Б будутъ: х = а, у = О, 
^ = — с: наконецъ координаты точки Б^ обозначимъ черезъ а\ Ъ\ — с. 
Зат'Ьмъ легко «ычислимъ, что 

А ^=-. (' С08 а , Б =^ /'' 8111 а , С --= — /* 
Б= — срвта, Ж"= — а/+ ср соз а , (42) 

N = Ър' 008 а — ар' зш а , 

^^^:=:^7— --; И ДОЛЖН. ОЫТЬ < — Г, (4^) 

^ 6' СОЗ а — а втсс 



, (Ъ' соз а — а' з1п а) (с/*' соз а — а/*) 

а/зш а 

«/о'= — ^(&'соза — а'51па), и т.д.. 
а/ 



(44) 



Изъ выше приведенныхъ выражен1й прежде всего видно, что иско- 
мая равнодМствующая не отыскивается, когда а = О, т. е. когда 
сила /"' направлена параллельно лин1и АС\ въ такомъ случа'Ь 2^ = О, 
и услов1е (43) выполнится, только когда сила р направлена въ сто- 
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рону обратную данной. Итакъ, прм данномъ на11равлен1и силы /, рав- 
нодМствующая тогда возможна, когда лишя /'' и ось а;-овъ иере- 
с1>каются въ какой либо не безконечно удаленной точк!; А. Обозна- 
чая длину СА, откладываемую въ положительномъ направлен1и оси 
:г-овъ, черезъ /, и зам'Ьчая, что въ такомъ случать 

— 1 8111 а =:= 6' С08 а — а' 8ш а , (45) 

мы получаемъ изъ (42), (43) и (44): 

^^--Гг«ша, 2,:=^~-''^<^Г. (46) 

1(срсова — а/*) , ^/"^ 7 • г^г,^ 

X,' =.. -^ — ^-^ ^у -'-^ , ^; = _ ^ г 8ш а , (47) 

откуда видимъ, что услов1е 2^<^ — /' можетъ быть удовлетворено или 
тогда, когда, при направленш силы /^ внизъ, величины а я1 им'Ьютъ 
одинъ знакъ и ? < а, или когда, при направлен1и силы /* вверхъ, 
величины а Е I им'Ьютъ разныя знаки: въ первомъ случа-Ь точка А 
лежитъ между С и В., во второмъ случа-Ь — вн-Ь промежутка СВ и 
такъ, что точка С приходится между В и А. 

Р'Ёшен1я (40) и (41) могутъ сд'Ьлаться невозможными, когда 

пли а)N=0 , или Ъ) Л1 + ВМ =0. (48) 

Случай а) им'Ьетъ м1^сто, когда 

Ж=^- /*' (6' С08 а — а' 81П о^) = 0, (49) 

т. е. когда 

Ъ' 
пли р = , пли 1^а = --- (50) 

О/ 

Первому предположен1ю соотв'Ьтствуетъ однако опред-Ёленное р'Ьшен1е: 
Х,^0, Г,^-0, г, = -^<-Г. х,^=1, у^ = 0, (51) 
гд'Ь / есть произвольная величина, связанная только услов1емъ: 

~>1. (52) 

Во второмъ случать очевидно, /*' приложена къ точк'Ь С, и р'Ьшеше 
тогда возможно, когда а/*= О, т. е. когда сила /* приложена тоже 
къ точк'Ь С, или равна нулю. 
Въ случа'Ь Ъ) им-Ьемъ: 

а/*8ш а = () , (53) 

16 
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И р'Ёшеше невозможно, когда пли а^=-0, или а = 0: но для /^=0 
им'Ёемъ: 

Хо-Гсо8а, Г,==/-'8ша, Ц-^^д^, 2,^0; (54) 
т. е. равнод1^йствующая есть сама сила /*'. 

Какъ прим^Ьръ разобранныхъ выше случаевъ равнов^Ьс1я несво- 
боднаго твердаго т^Ьла, разсмотримъ равнов'Ёс1е тяжелаго т1^ла, опи- 
рающагося одною точкою на н1Ькоторую плоскость, горизонтальную 
или наклонную. 

Сила тяжести, д-Ьйствующая на каждый элементъ массы разсма- 
триваемаго твердаго тЬла, можетъ быть зам'Ёнена, по § 40, одною 
силою Р (23)', приложенною къ его центру тяжести (25)'. Если 
плоскость, на которую опирается сверху одною точкою тяжелое твер- 
дое тЬло, будетъ горизонтальна, т. е. перпендикулярна къ напра- 
влен1Ю тяжести, то услов1е равнов'Ьсхя должно состоять очевидно въ 
томъ, чтобы центръ тяжести и точка опоры находились на одномъ 
перпендикуляр'Ь къ плоскости. Если положен1е центра тяжести не 
удовлетворяетъ этому услов1ю, то можно найти одну силу, которая 
удержала-бы т'Ьло въ равнов'Ьс1и при его данномъ положен1и; сила 
равная и прямо противоположная этой посл1^дней будетъ равнодей- 
ствующею силы Р. Найдемъ ея величину и ея 
точку приложен1я. 

Плоскость опоры выберемъ, какъ прежде, 
за плоскость {х у), ось ^-овъ — внизъ, по на- 
правленш тяжести; плоскость {х ^) проведемъ 
че.резъ центръ тяжести О, и начало координатъ 
выберемъ въ точк'Ь опоры А (рис. 67); нако- 
нецъ разстоян1е АВ обозначимъ черезъ а и раз- 
стояше ВО — черезъ с. Прилагая къ этому слу- 
чаю форм. (42), находимъ: 

А = 0. Б=^0, С = Р, Х=0, М=аР, N=0, (55) 

всл'Ьдствхе чего услов1е (39) удовлетворяется, а уравнен1я (38) даютъ: 




< 



Р, Х, = 0, У,=:0, г,х, = а1', 



(56) 



§ 41 



Глава 111. А) Статика твердаго тма. 



243 



откуда: 



Ха 



а -^ , гд-Ё 

^0 



1^_ 



1. 



(57) 



Сл1Ьдовательно, сила Р можетъ быть заменена какою угодно 
меньшею силою въ томъ-же направленш, приложенною къ какой-либо 
точк^Ь въ вертикальной плоскости, проходящей черезъ О я Л, я при 
томъ такъ, чтобы разстояше лиши дМств1я новой силы было во столько 
разъ дальше отъ точки Л, во сколько эта сила 2^ меньше силы Р, 
Разобранному случаю очевидно соотв1^тствуетъ р'Ьшеше (51). 

Если къ твердому тЬлу, кром* силы Р, еще приложена н'Ько- 
торая пара Р, то одну равнод^^йствующую найти можно только въ 
исключительныхъ случаяхъ. ДМствительно, если мы обозначимъ углы, 
которые моментъ пары д'Ьлаетъ съ выбранными по прежнему осями 
координатъ, черезъ а, ^, у, а величину самаго момента — черезъ Р, 
то очевидно будемъ им-Ьты 

А = 0, В = 0, С = Р, 
Х=^Рсо8а, Жг=:Рсо8р + аР, ^^=Рсо8у, 
и уравнешя (38), (39) дадутъ невозможный р'Ьшешя: 

Х, = 0, Г, = 0, 2, = 0=С. 
Но если со8у = 0, т. е. если плоскость пары проходитъ черезъ ось 
^-овъ, то урр. (38) даютъ: 



Х,=:0, 



^0- 



< 



Р. 



(59) 

— г^у^ = Р 008 а , 2^х^ г=г Р С08 ^ + аР; (601 

т. е. равнодМствующею будетъ любая сила, направленная верти- 
кально и меньшая ч'Ьмъ Р, или ей равная; точка приложен1я для 
каждой изъ такихъ силъ опред1Ьляется изъ (60). 

Положимъ теперь, что поддерживаю- 
щая плоскость еЛ (рис. 68) не перпенди- 
кулярна къ направленш силы тяжести ОР, 
приложенной къ центру тяжести О, Че- 
резъ точку Р пересЬченхя линш ОР и на- 
клонной плоскости вб? проведемъ перпен- 
дикуляръ пР къ этой посл-Ьдией, и черезъ 
об1Ь лин1и ОР и ^^Р— плоскость пСг. Зат'Ьмъ 
ЛИН1Ю Ах, проходящую черезъ точку опоры Л и параллельную плоскости 
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пО, выберемъ за ось х-тъ, а перпендикуляръ А^ къ плоскости ее/ — 
за ось -е^-овъ. Лиши 01, ОН, 00, абсолютныя длины которыхъ мы 
обозначимъ черезъ а, Ъ, с, будутъ очевидно координатами центра тя- 
жести О. Уголъ наклона плоскости ес1 къ горизонту, т. е. уголъ 
между ОР и пР назовемъ черезъ у. Вычисляя зат1Ьмъ величины 
А,В..,Ь.. и т. д., будемъ им1Ьть: 



(61) 



всл'Ьдств1е чего урр. (38) и (40) дадутъ: 

Хо=:-Г8ту, ^0"=^' ^,, з:^ ^Р С08 у , (62) 

а урр. (41): 



х^^^а-^-сЬ^у--=а-\- РО , г}^ = Ъ 



(63) 



Сл-Ьдовательно, при данномъ положен1и центра тяжести т-Ьла, возмож- 
на только одна равнодМствующая, совпадающая съ силою Р, и одна 
^0' уравнов'Ьшивающая сила — прямо противопо- 

/\ ложная и равная сил1^ Р. 

Но если 6 = (рис. 69), т. е. если 
центръ тяжести находится въ одной вер- 
тикальной плоскости съ точкою опоры А., 
то N ==^Ь:=0, и услов1е (39), 

АЬ^ВМ+2^^0, 

удовлетворяется при всякой велйчин1^ 2^. 
Поэтому слагающая 2^ опред1Ьляется тогда 
только неравенствомъ (38), откуда: 

(64) 




Т, = 0. 2,:^Ре.08у. 



Лин1я точекъ приложешя искомой силы определяется уравнешями 

В^, — г^у^ = Ь , ^0^0 — А^^ = М, Ау^ -Вx^ = N, ( 65) 
который, при В^=^^N=^0, обращаются въ 

^(у^о — ^\)^ ^'^^ Т "~ ^(.^ ^^^ у + ^ ^^^ т) 5 

откуда видимъ, что такъ какъ всегда у^ = О, то равнодМствующая 
всегда лежитъ въ плоскости (х^), т. е. въ одной вертикальной пло- 



(66) 
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скости съ центромъ тяжести, перес1^кая ось ^-овъ (при х^ = 0) 

въ ТОЧК'Ь 



^^^_(асо1^у + с), 



(67) 




\% 



Рис. 70. 



т. е. въ той-же точк-Ь, въ которой эту ось пересЁкаетъ лин1я 01\ 

Чтобы составить себ'Ь представленхе о воз- 
можныхъ величинахъ равнодействующей, 
мы отложимъ въ плоскости ОР2^, пере- 
несенной на рис. (70), длину 0'Xо=^Р8^I1 у, 

вдоль по оси ;г-овъ, а вдоль по оси ^-овъ 
будемъ откладывать длины меньш1я Ро.о^ у, 
начиная отъ 02^ = 2^со8 у, до О', и да- 
лее въ другую сторону до — 00 ; тогда вся- 
кая лин1я, проведенная отъ точки О ёъ 
угле НОР до пересечен1я съ прямою НР, 
параллельною О 2^, представитъ очевидно по величине и направле- 
н1ю искомую равнодействующую. Каждая изъ прямо противополож- 
ныхъ и равныхъ силъ уравновеситъ на данной наклонной плоско- 
сти силу Р. Если и а^= О, то равнодействующая очевидно всегда 
проходитъ черезъ центръ тяжести О, Наименьшая по абсолютной 
величине изъ всехъ возможныхъ равнодЬйствующихъ очевидно пред- 
ставится перпендикуляромъ, опущеннымъ изъ О' на лишю Н'Р и 
будетъ равна 2^8111 у. Отрицательный значешя 8ш у соответствуютъ 
очевидно тому случаю, когда тело находится подъ наклонною пло- 
скост1ю. 

Если на расматриваемое тяжелое тЬло, помещенное на наклонной 
плоскости, действуетъ еще некоторая пара, направлен1е момента Р 
которой определяется его углами /*, д, Ь съ осями координатъ, то мы 
будемъ иметь: 

А = Р^т^^ В = 0, С = Рсо^у, 
Ь=^ — йРсоз у -|- Рсо8 /*, 
Ж=Р(асо8у -}- С81пу)-|-Рсо8 5' , 
N= 5Р8шу 4- 008 л , 

вследств1е чего, по (39) и (40): 



(67) 



(68) 



Х,= 2^8шу, У^ = 0, 



У __Р81пу(— ■ЙРс08у-Н РС08/*) 



(69) 
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при услов1и, что найденное такимъ образомъ 2^ будетъ всегда 
:=^'со8у. Уравнен1я (65), опред1Ьляющ1я лин1ю точекъ приложен1Я 

равнодМствующей, превращаются въ 

-2,у, = Ь, 2,х,-Л^,=.М, Ау, = N, (70) 

откуда видимъ, что равнодМствующая лежитъ всегда въ плоскости 
параллельной {^'Х), и на разстоян1и отъ нея 

% - - -^^ - 2 ■" 1Чпу • ^ ^ 

Кром-Ь того, изъ втораго ур. (70) им'Ьемъ, что при х^ = 0, то есть 
въ плоскости (у-е), координаты точки приложешя будутъ 

(71), и ., = - -^=: - 1(^П+^^11±1^11 , (72) 

а, при ^0 = 0, т. е. въ плоскости (ху): 

М 

(71), 11Х^ = ^^ 

__ [1^(аС08у + С8Шу)4- Р81п^](&^'81П7 + Рсо8/^) . - 

_ ^^ 81П -^( — ЪР С08 у -1- Р С08~/) ' ^ ^ 

— -ьжч— 

3) Пусть свобода перем-ЬщенШ н'Ёкоторой точки твердаго т'Ьла 
ст'Ьснена т'Ьмъ услов1емъ, что разсматриваемая точка можетъ пере- 
м'Ьщаться только вдоль данной кривой лин1и, не будучи въ состоян1и 
передвигаться по перпендикулярнымъ направлен1ямъ къ этой посл'Ьд- 
ней. Направленхе элемента кривой, на который опирается т-Ьло од- 
ною своею точкою, выберемъ за ось г^;-овъ; дв'ё друг1я оси будутъ 
расположены какъ-либо въ плоскости, перпендикулярной къ элементу 
кривой. Въ такомъ случа1^, изъ шести безконечно малыхъ величинъ: 
<5а, <5&, (?с, (?а, ор, (?у, опред'Ьляющихъ возможный нерем'Ёщенхя не- 
изм1^няемой системы, только четыре: §а, 5а, (?|3, йу, могутъ быть вы- 
бираемы произвольно; дв'Ь-же остальныя 8ъ и §с, по условш связ- 
ности, очевидно всегда равны нулю. Всл'Ьдств1е этого общее услов1е 
(26) разбивается на слЬдующ1я уравнен1я равнов'Ёс1я: 

(74) 
'^{У^ — 2у) = 0, ^{2х—Х^) = 0, ^{Ху—Гх)=^0, 

при чемъ 1,У и 1,2 могутъ быть как1я угодно. Значен1е услов1й 
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(74) состоитъ очевидно въ томъ, что силы, приложенныя къ точ- 
камъ твердаго т'Ьла, должны представлять такую систему, которая 
можетъ быть зам'Ьнена только одною силою (безъ пары), проходя- 
щею черезъ точку опоры и лежащею въ плоскости, перпендикуляр- 
ной къ поддерживающему элементу кривой. 

Если УСЛ0В1Я (74) не удовлетворяются, то вообще можно найти 
одну силу, которая, вм^ст-Ь съ данными, удовлетворяла-бы услов1ямъ 
равнов'Ьсхя. При этомъ возможны, какъ и прежде, два случая: а) когда 
система данныхъ силъ можетъ быть заменена такими парою и силою, 
изъ которыхъ первая расположена въ одной изъ плоскостей, перпен- 
дикулярныхъ къ плоокости [у^), а вторая перпендикулярна къ оси 
^г-овъ; Ь) когда одиночная сила не параллельна плоскости (^у). 

Въ томъ и другомъ случаЁ мы можемъ данную систему силъ 
зам^Ьнить двумя, изъ которыхъ одна /"' (рис. 71) лежитъ въ одной 

изъ плоскостей (ш^), проходящихъ черезъ 
ось гг;-овъ, а другая /"— въ одной изъ плос- 
костей (5<(); перпендикулярныхъ къ той-же 
оси. Въ случаЬ а) сила /" будетъ наклонна 
къ плоскости шп, въ случа'Ь Ь) — перпенди- 
кулярна. Точку В перес'Ьчен1я силы /"съ плос- 
К0СТ1Ю тп соединимъ прямою съ точкою 
опоры А] къ точк'Ь С перес^Ьчен1я /"' и ЛВ 
приложимъсилу д^ равную и противоположную 
сил^Ь /', къ той-же точкЬ приложнмъ другую 
силу р, параллельную сил'Ь /*, и при томъ 
такъ, чтобы равнодействующая обЬихъ силъ /'ир проходила черезъ 
точку Л; тогда эта равнод'Ьйствующая, будучи перпендикулярна къ 
оси г1;-овъ, уравновесится сопротивлен1емъ точки опоры, которая мо- 
жетъ перем-Ьщаться только вдоль оси ж-овъ. Геометрическая сумма 
силъ р ж ^ представитъ собою искомую уравновешивающую, а сила 
ей равная и противоположная — равнод1Ьйствующую. Если сила /*' па- 
раллельна линш ЛВ, то мы можемъ силу /" разложить какъ-либо на 
дв^Ь, /1 и /^2^ изъ которыхъ посл'Ьдняя будетъ направлена по В1, и, 
слагаясь съ /'^ дастъ въ плоскости шп новую силу Д', уже не па- 
раллельную къ ЛВ', съ силами /'^ и /'^' поступимъ также, какъ 
прежде съ /* и 7^'. Если сила /' проходитъ черезъ точку Л, то по- 
добнымъ-же разложен1емъ мы ее зам'Ьнимъ другою, не проходящею 
черезъ Л. 
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Такимъ образомъ мы видимъ, что равнодМствующая при дан- 
ныхъ услов1яхъ находится всегда, и при томъ — не единственная, 
ибо силы ^ и ('\ расположенный въ плоскостяхъ шп и $1, и зам'Ь- 
НЯЮЩ1Я данную систему силъ, не суть единственныя въ этихъ плос- 
костяхъ. ДМствительно, какъ мы уже вид'Ьли, силу ( можно разло- 
жить безчисленными способами на дв'Ь, /*1 и /"з ^ изъ которыхъ ^^ , 
направляясь по Ы, давала-бы вм'Ьст'ё съ /"' н1Ькоторую новую силу 
(^ въ плоскости тп\ такимъ образомъ мы приходимъ къ новымъ 
силамъ /^1 и /\', въ тЬхъ-же плоскостяхъ. 

Величина составляющихъ Х^ , У^ , 2^ равнодМствующей опре- 
д'Ьлится, подобно какъ въ случаяхъ (28) и (38), уравнен1ями 

X, ^А, АЬ+ Т^^ 2^К= О , (75) 

откуда видимъ, что одна изъ слагающихъ, У^ или 2^, остается вполне 
произвольною. Меш точекъ приложен1я опред1^ляется уравнян1ями 

откуда получаемъ координаты точекъ перес1Ьчен1я этой лпн1и 



(77) 



откуда видимъ, что равнодМствующ1я всегда находятся, и при томъ — 
въ неопред1Ьленномъ числЬ. 

— -^-жч— — 

4) Если одна изъ точекъ твердаго т'Ьла совершенно неподвижна, 
то перем1Ьщен1я оа, 8Ъ, §с всегда равны нулю, и сл'Ьдовательно, вы- 
бирая начало координатъ въ неподвижной точк'Ь, мы пр1йдемъ только 
къ сл'Ёдующимъ тремъ уравпешямъ равнов'Ьс1я: 

^[У0- Е^)^^о, :^ {гх -^Х0) = о, 2 (х^ - Тх) = о , (78) 

при чемъ величины Л, Д С могутъ быть как1я угодно. Значен1е 
этихъ уравнен1й состоитъ въ томъ, что геометрическая сумма при- 
ложенныхъ силъ должна въ случа1Ь равнов'Ьс1я представляться ли- 
Н1ею произвольной длины, проходящею черезъ неподвижную точку; а 
пара, которая вм^ЬСт'Ь, съ упомянутой геометрической суммою, зам'Ё- 
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няетъ систему приложенныхъ сглъ, должна быть равна нулю. Если 
УСЛ0В1Я (78) не удовлетворяются, то всегда можно найти безчислен- 
ное множество такихъ силъ, изъ которыхъ каждая, вм1^ст'Ь съ дан- 
ными, удовлетворяла-бы услов1ямъ равнов'Ьс1я. Силы, равныя и про- 
тивбположныя упомянутымъ уравнов'Ьшивающимъ, представятъ собою 
равнодМствующтя, которыхъ тоже можно найти безчисленное мно- 
жество. 



§ 4'^^ Равнов%С1е твердаго тЪла, съ двумя и болЪе несвобод- 
ными точками. 

Предположймъ, что некоторый дв1Ь точки (1) и (2) твердаго 
т-Ьла, координаты которыхъ суть соотв'Ьтственно х^.у^,^^ и х^,у^, 
^2, могутъ перем-Ьп^аться вдоль по даннымъ двумъ поверхностямъ, 
или оставлять эти поверхности только въ опред'Ьленныя отъ нихъ 
стороны, по определенному направлен1Ю ихъ нормалей (т. е. перпен- 
дикуляровъ къ ихъ касательнымъ плоскостямъ). Вообразимъ себ'Ь дв'Ь 
нормали къ той и другой поверхности, проведенныя черезъ т* точки 
этихъ посл'Ёднихъ, въ которыхъ на нихъ опирается твердое Т'Ьло въ 
своемъ положен1п равнов'ЁС1я своими точками (1) и (2). Положи- 
тельныя направлен1я нормалей будемъ считать по нимъ въ сторону 
невозможныхъ перем'ЬщенШ, и косинусы угловъ этихъ направленШ 
съ произвольно выбранными осями координатъ назовемъ соотв'Ьт- 
стренно черезъ 1^,т^, п^ и 1^, ш,^, щ ; проложен1я какого нибудь 
изъ возможныхъ перем'Ьщен1й на оси координатъ для точки (1) обоз- 
начимъ черезъ ^х^.^у^, 8^^, а для точки (2) — черезъ ^х^, 8у2, 8^2- 
Тогда проложен1я упомянутыхъ перем1Ьщен1й соотв1^тственно на пер- 
вую и вторую нормаль будутъ очевидно: 

1^бх^ 4- ш^оу^ + ^Н^^г и г^бх^ -I- ш^бу^ + ^2^^2 5 (79) 

и такъ какъ то^^ки могутъ перем-Ьщаться только или перпендикулярно 
къ соотв'Ьтственнымъ нормалямъ (т. е. по поверхностямъ), или въ ихъ 
отрицательную сторону, то выражен1я (79) для всякихъ возможныхъ 
значен1й ох^^ . . . , Вх^. • • должны очевидно быть или нулями, или отри- 
цательными. Обозначая черезъ к^ и к^ дв^ как1я яибудь произвольный 
отрицательный или положительныя дМствительныя величины, мы мо- 
жемъ выразить упомянутыя услов1я сл1Ьдующими двумя уравнен1ями: 
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г^^х^ + 'Щ^.у, -т- ^г,оХ =. — А;,2 
1^Ьх^ +- Щ^У2 -I' ^Ч^^2 = — ^2 . 

Выражая, съ помощ1ю урр. (4), перем'Ёщен1я по осямъ координатъ пе- 
рем^]Ьщешями поступательными и вращательными, одршакими для вс^хъ 
точекъ т^Ьла, мы можемъ условтя (80) представить въ сл^Ёдующемъ 
вид1^: 

+ (^1^1 — ^НУг) ^^ + (^Ь^1 — К^г) ^^ -г ОгУг ~ Щ^г) 0^ =■- — ^1% ^_ 

Всл'Ьдствхе этихъ условШ, шесть произвольныхъ величинъ, вхо- 
дящ1я въ общее условхе равнов^Ьс1я твердаго тЬла, 

Лоа -+ В8Ъ + Сбс + 1оа + Жор + Л^оу = О , (82) 

уже не могутъ быть разсматриваемы, какъ независимый другъ отъ 
друга: таковыми будутъ только как1я-либо четыре изъ этихъ вели- 
чинъ; а остальныя дв'ё опред1^лятся черезъ эти четыре съ помощ1ю 
УСЛ0В1Й (81). Поступая также какъ въ § 29, умножимъ оба уравне- 
Н1Я (81) соотв'Ьтственно на два неопред1^ленныхъ множителя, Х^ и 
^2, и сложимъ ихъ съ неравенствомъ (82). Получимъ: 

(Л + 1^1^ + \1^) оа 4- (В ч- \т^ + \ш^)оЪ + (С + \п^ + А./г.^) ^с 

Л- [^ + \{^Щ^1 — ^1^11 + \ {Щ^2 — ЩУ2')] ^'^ 
-\-[М+ Л^ (П^Х^ — г^В^) + / 2 (.^2^2 -- ^2^2 )] ^Р 
-Г [Л^ + \{кУ1—^^\^1) + \ {^2У2 — Щ^2^\ ^Т = — \1^1 -^ \''^2^^ 

гд']Ь А,В...Ь,М.. им^ютъ прежнее значенхе (11). Неопред'Ьлен- 
ные множители выберемъ такъ, чтобы коефиц1енты при двухъ какихъ 
либо изъ шести перем^^щешй обращались въ нули; тогда остальныя 
четыре перемЬщешя могутъ быть разсматриваемы, какъ совершенно 
произвольный, всл'Ёдств1е чего для удовлетворен1я неравенства (83) 
при всякихъ значешяхъ этихъ произвольныхъ перем-Ёщенхй потре- 
буется, чтобы коеффиц1енты и при остальныхъ четырехъ перемЬще- 
шяхъ были равны нулямъ. Такимъ образомъ, въ случа'Ь равнов'Ьс1Я 
должны удовлетворяться силами А, В, С и моментами Д Ж, ^\^ 
сл-Ьдующхя шесть уравнен1й: 



(84) 
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Л + 1,1, +к,1, ^0, 

С -^\П^ + ^2 ^^^ 
^ +\ (.Щ^1 — ^лУд + \ (Щ^2 — ^ЧУ2^ ^ ^ ^ 

при чемъ 

() = — \]с^' — X2'С2^ т е, А^<0 и Хз < О . (85) 

Два ка1пя либо изъ уравнен1й (84) опред'Ьляютъ множителей 
Х^ и ^2, а остальныя четыре представляютъ собственно услов1я рав- 
нов'Ьс1я данныхъ силъ. 

Видъ уравнен1Й (84) показываетъ намъ, что величины Х^ и \ 
можно разсматривать, какъ дв'Ь силы, приложенныя къ данному тЬлу въ 
его точкахъ, (1) и (2), и направленный соответственно въ отрицатель- 
ный стороны но двумъ нормалямъ къ ноддерживающимъ поверхностямъ, 
т. е. отъ стороны невозможныхъ перем'Ёщен1й въ сторону возмож- 
ныхъ. ДМствительно, урр. (84) показываютъ, что если упомянутый 
дв1Ь силы Х^ и \ будутъ приложены указаниымъ способомъ къ сво- 
бодному твердому т^Ёлу, то эти дв^Ь силы, ВМЕСТЕ съ данными силами 
и моментами, будутъ въ равнов'Ьс1и. Такимъ образомъ, вл1яше обоихъ 
поддерживающихъ элементовъ поверхностей на данную систему силъ, 
приложенныхъ къ твердому т^Ьлу, можетъ быть зам1^нено д^Ьйствхемъ 
двухъ силъ Х^ и Хз, приложенныхъ кътому-же т1^лу въ м'Ьстахъ его 
соприкосновешя съ поддерживающими поверхностями. Поэтому силы Х^ 
и Х2 носятъ назваше сопротивлен1й поверхностей противъ 
данной системы силъ, а силы обратный, т. е. — Х^ и — }^^, называются 
давлен1ями на поверхности, обусловленными данною системою 
силъ, приложенныхъ къ твердому ткну, опирающемуся на эти по- 
верхности. 

Если твердое т1>ло опирается болЬе ч^мъ на дв'Ь поверхности, 
то къ услов1ямъ (81) прибавятся еще новыя, составленный такимъ- 
же образомъ и относящ1яся къ новымъ элементамъ поддерживающихъ 
поверхностей, нормали къ которымъ считаются въ томъ-же смысле, 
какъ прежде; величины к при этомъ * могутъ быть и нулями для 
частныхъ случаевъ, когда точки твердаго тЬла совсЬмъ не могутъ 
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перем1Ьщаться перпендикулярно къ соотвЬтствующимъ поверхностямъ. 
Умножая упомянутыя условныя уравнен1я на новые неопред1Ьленные 
множители, и складывая ихъ, какъ прежде, съ общимъ услов1емъ 
равнов1Ьс1я (82), мы прхйдемъ къ шести уравнен1ямъ равновЁс1я, 
подобнымъ (84) и содержащимъ столько неопред'Ёленныхъ множите- 
лей, сколько дано различныхъ точекъ т1Ьла, соприкасающихся съ раз- 
личными поддерживающими поверхностями. 

Если твердое тЬло опирается на данную плоскость бол^Ье чЬмъ 
одною точкою, то отд1Ьльныя давлен1я въ каждой изъ такихъ точекъ 
опоры остаются не вполн1^ определенными. ДМствительно, предпо- 
ложимъ, что твердое т1Ьло опирается какимъ угодно числомъ своихъ 
точекъ на плоскость, которую мы выберемъ за плоскость {ху)\ 
тогда въ уравн. (84) всЬ / и т будутъ нули, а всё п — единицы; 
кромЬ того вс1Ь ^ тоже очевидно будутъ нулями; всл1^дств1е этого 
уравн, (84) превратятся въ 

гд1з знакъ ^^ обозначаетъ сумму, взятую отъ различныхъ слагаемыхъ. 
Приведенный уравнешя показываютъ, что только три изъ нихъ слу- 
жатъ для опред1Ьлен1я произвольнаго числа множителей ?^; а осталь- 
пыя три суть собственный услов1Я равнов^с1я данныхъ силъ. СлЪ- 
довательно, каждое изъ давлешй на одну и туже плоскость можетъ 
быть предположено какимъ угодно, лишь-бы сумма ихъ и моменты 
около оси, перпендикулярной къ плоскости опоры, были равны и про- 
тивоположны даннымъ величинамъ (7, Ь и М. 

Случай одной поверхности опоры, разсмотр'Ьнный въ предыду- 
щемъ параграф'Ь, является какъ частный настоящаго, если принять 
одно только изъ УСЛ0В1Й (81) и выбрать оси координатъ такъ, чтобы 

Если данныя силы не удовлетворяютъ услов1й равнов'Ёс1я (84), 
то мы можемъ задаться вопросомъ, как1я силы, или как1я услов1я 
связности, должны быть прибавлены къ существующимъ уже, что- 
бы равнов-Ьсте им'Ьло м-Ьсто. Если упомянутыя уравновЬшиваю- 
щ 1 я силы будутъ найдены, то силы имъ прямо противоположный и 
равныя могутъ быть разсматриваемы, какт равнод'Ьйствующ1я 
данной - системы силъ при дйнныхъ услов1яхъ. Вопросъ о нахожден1и 
равнодМствующихъ тогда им'Ьетъ преимущественный интересъ, когда 
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является возможность найти одну равнодМствующую силу. Если 
Х(), Ус,, 2 о и х^,у^,2^ будутъ слагающ1я по осямъ координатъ и ко- 
ординаты точки приложен1я такой равнод'Ьйствующей, то помня, что 
сила равная и противоположная этой посл-Ьдией, вм'Ьст'Ь съ данною 
системою силъ, должна удовлетворять услов1ямъ равнов'Ьс1я (84), 
мы найдемъ сл'Ьдующ^я уравнен1я для опред1Ьлен1я вышеприведенныхъ 
шести величинъ, характеризирующихъ искомую равнодМствующую: 

Т,^-В^\}щ + , 

^«=° + '-»-+ ■ (86) 

г^х,,— Х^^^ = М+\{:п^х^—1^^^)-\- , 

Предыдущ1я уравнен1я позволяютъ намъ легко зам1Ьтить, что 
искомая равнодМствующая можетъ быть также разсматриваема, какъ 
равнодМствующая Н'Ькоторой системы силъ, приложенныхъ съ со- 
вершенно свободному твердому т'Ьлу: эта систета силъ состоитъ оче- 
видно изъ данныхъ силъ, опред'Ёляемыхъ ихъ геометрическою сум- 
мою {А, В, С) и ихъ моментомъ около начала координатъ (X, М, Щ, 
и изъ силъ Х1,Х2,Хз-^ приложенныхъ къ точкамъ (1), (2), (3) и 
т. д. Для того чтобы такая система силъ могла быть зам'Ьнена одною 
равнод'Ьйствующею, должно, на основан1и (9)\ выполняться сл1^дую- 
щее услов1е: 

-Г (Б + \ш^+ -О [М+ г, ОН^, ^ 1,^,-) + . . . ] (87) 

которое получается изъ (86), если три посл'Ьднхя изъ этихъ урав- 
ненШ помножить соотв'Ьтственно на Х^^,Т^,2^^ и сложить, зам1Ь- 
нивъ при этомъ величины Х^, У^,^^ ихъ значен1ями изъ первыхъ 
трехъ урр. (86). Величины Х^,Х2.-. въ услов1и (87) могутъ быть 
разсматриваемы какъ произвольныя; но, на основаши (85) — всегда 
какъ отрицательныя. Д-Ьйствительно, подыскавши для каждой X одно 
или н-Ьсколько значешй, при которыхъ услов1е (87) удовлетворялось- 
бы, мы всегда найдемъ соотв'Ьтствующ1я равнодМствующ1я, подставляя 
упомянутый значен1я всЬхъ X въ уравнешя (86). Сл-Ьдовательно, мы 
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получимъ вообще столько возможныхъ р'Ьшен!!! для равнод'Ьйствую- 
щихъ изъ урр. (86), сколько возможныхъ р'ЬшенШ получается для 
величинъ X изъ уравнешя (87), рЁшеннаго относительно этихъ по- 
сл'Ёднихъ, какъ неизв'Ьстныхъ. 

Если найдены величины Х^ ,- У^> , ^^^ слагающихъ равнодМствую- 
щей, то величины — Х^^, — У^у, — 2^ будутъ, какъ известно, сла- 
гающими уравнов1Ьшивающей, которая пройдетъ черезъ т-Ьже точки 
приложенхя, какъ первая. Вообразимъ себ1^ н^Ькоторую плоскость, 
перпендикулярную къ равнодействующей сил'Ь и касающуюся твер- 
даго т'Ьла въ той точк'Ь, черезъ которую лшпя точекъ приложешй 
равнодМствующей выходитъ изъ этого посл'Ьдняго. Если располо- 
женная такимъ способомъ плоскость будетъ непроницаема для твер- 
даго т'Ёла, то ея присутств1емъ сила {Х^,У^,2о) будетъ уравно- 
в'Ьшена, и это присутств1е сл1>довательно будетъ эквивалентно су- 
ществован1ю уравнов'Ьшивающей ( — Х^, —Т^, — 2^), которую упо- 
мянутая плоскость, или соотв'Ьтствующ1й элементъ н'Ькоторой по- 
верхности, можетъ собою зам'Ьнить. Такое-же 5аключен1е будетъ 
очевидно сл'Ьдовать изъ уравнешй равнов1Ьс1я (86), если мы въ эти 
посл'Ьдшя введемъ так1я величины \,1^,т^,п^^, которыя опред'Ь- 
ляются услов1ями: 

^0^0 =^" — ^0 •> \'^^ = — ^0 ^ \^о = — ^0 ' ^^о^ 

при чемъ очевидно Хо представитъ сопротивлеше Н'Ькоторой поверх- 
ности, косинусы угловъ нормали къ которой, въ ТОЧК'Ь {х^,у^,^^ 
ея соприкосновен1я съ твердымъ т-Ьломъ, будутъ 1^,ш^,п^. Такимъ 
образомъ, разыскан1е равнод'Ьйствующей, или уравновЬшивающей, со- 
вершенно тождественно съ разыскан1емъ н'Ькоторой плоскости, ко- 
торую можно назвать удерживающею. Уравнен1я (88) позволяютъ 
по найденной удерживающей плоскости найти равнодМствующую, или 
на оборотъ, 

Предположимъ для примЬра, что тяжелое т1Ьло опирается тремя 
точками на н1^которую плоскость, и найдемъ услов1я его равнов^Ьс1я. 
Плоскость опоры выберемъ за плоскость {ху), а перпендикуляръ къ 
ней, въ сторону невозможныхъ перем'Ьщенхй (т. е. внизъ) — за ось 
^-овъ. Начало координатъ выберемъ въ первой точк1^ опоры, и 
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ось гг-овъ проведемъ черезь вторую точку опоры; тогда координа- 
ты трехъ точекъ опоры будутъ соотв'Ьтственно: (б), О, 0), {х^. О, 0), 
{х^.у^.О). Координаты центра тяжести, расположённаго очевидно 
въ стороне отрицательныхъ ^-овъ, обозначимъ черезъ а, Ъ, — с, и 
косинусы угловъ направлешя силы тяжести съ осями координатъ — 
черезъ а,*|3, у; а величину самой силы тяжести — черезъ Р. Тогда 
мы будемъ им^ть въ услов1яхъ равнов1Ьс1я (84) всЬ I и всЬ ш рав- 
ными нулю, а всЬ п равными единиц'Ь. Самыя-же уравнешя (84) 
должны содержать три неопред'Ьленныхъ отрицательныхъ множите- 
ля ^хДз^^з^ и принимать нижеслЬдующ1й видъ: 

^^аз=:0. ^^^3 = 0, 7Гу_|_л^ + Х, + Хз-0, и т. д. 

Изъ этихъ первыхъ трехъ уравнен1й мы уже видимъ, что а и |3 долж- 
ны быть нулями, а сл'Ьдовательно у е^^иницею и притомъ — положи- 
тельною, такъ какъ Х^ + ^2 + ^з должны быть по услов1ю отрица- 
тельными. Сл'Ьдовательно прежде всего, плоскость должна быть пер- 
пендикулярна къ направлен1ю тяжести, т. е. горизонтальна; напра- 
влеше невозможныхъ отъ нея перемЬщешй должно совпадать тоже 
съ силою тяжести. Въ такомъ предположеши изъ уравнешй (84) 
останутся только 3-е, 4-е, 5-е, которыя превратятся въ 

1^+л, + Х2 + Аз = б), 

— М-\у, = 0, (89) 

Ра 4" \х^ -Н Хз^'з =" ^• 
Второе изъ этихъ уравнешй даетъ: 



Х,:= 



Уь 



(90) 




ч^^7_"__^ . ' ' 

Рис. 72 

ИЗЪ уравненШ (89) даетъ, всл1^дств1е (90): 



откуда видимъ, что Ъ и у^ должны им'Ьть 
одинаковый знакъ; т. е. проложен1е 
А (рис. 72) центра тяжести на под- 
держивающую плоскость и точка (3) 
должны лежать по одну сторону отъ 
ЛИН1И ^-овъ, такъ какъ Лд должно 
быть всегда отрицательнымъ. Третье 



• \у^х^ 



л 



X, 



(91) 
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при чемъ всегда должно быть 

— ; ^- < О ПЛИ а^^ — 6^3 > о . (1)1)' 

Обозначая углы, которые лиши ОС и ОЛ д1Ьлаютъ съ осью ^г-овъ, 
черезъ 9 и ф, и помня, что 

.Гз =- ОС С08 о , у.^= ОС 81П ср , 
а = 0^4 С08 ф , /; = 0^4 81п ф , 
мы можемъ услов1е (91)' представить въ видЬ: 

8111 :р С08 ф — С08 Ср 81П ф > О, 

или: (92) 

8ш (9 — ф) > о , 

откуда заключаемъ, что лишя ОЛ должна лежать внутри угла 9- На- 
конецъ, опред'Ьляя Х^ изъ перваго ур. (89), мы получаемъ: 



>ч - - 


К у^ х^ ^ у,х^ 


откуда заключаемъ, что 




^2^3- 


— Ьх^ — аг/з -^Ьх^уО; 



У' 



(931 



(93)' 



обозначая углы, которые лин1и ВС и ВА Д'Ьлаютъ съ отрицатель- 
нымъ направлен1емъ оси ж-овъ, черезъ р 1/1 ^, мы будемъ им-ёть: 

^2 == а + ВЛ С08 ^ , 1/г^ = ВС 8111^ , Ь "- ВЛ 81П ^ 

х^ ^:=х^— ВС совр = а + ВЛ С08 ^ — ВС со8 р , 

всл'Ьдств1е чего услов1е (93)', какъ легко вычислить, превращается въ 

8т[р — ^)>0, (94) 

которое показываетъ, что лин1я ВЛ должна лежать внутри угла р. 
Услов1я (92) и (У4) очевидно выражаютъ требоваше, чтобы въ слу- 
ча1^ равнов'Ёс1я проложен1е центра тяжести на плоскость опоры ле- 
жало внутри треугольника ОСВ, вершины котораго образованы тре- 
мя точками опоры. Случай, когда т'ёло опирается на плоскость дву- 
мя точками, можно разсматривать, какъ частный предыдущаго, при 
чемъ дв-Ь точки, (2) и (3), сливаются въ одну. Тогда очевидно, пло- 
щадь треугольника ОСВ превращается въ прямую лишю, и усло- 
в1емъ равнов'ЁС1я будетъ то, чтобы вертикальная лин1я, проходящая 
черезъ центръ тяжести, пересЬкала прямую линш, соединяющую об1^ 
точки опоры, и притомъ — между об'Ёими этими точками. 
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Опред'Ьлимъ теперь равнод1Ьйству10щую силы тяжести, которая 
д1'>йствуетъ на твердое т'Ёло, опирающееся тремя точками па наклонную 
плоскость. Оси координатъ выберемъ также, какъ въ соотв1^тствующемъ 
прим1Ьр1^ (§ 41, рис. 68), т. е. ось ^-овъ перпендикулярно къ пло- 
скости, внизъ, начало координатъ — въ одной изъ точекъ опоры, ось 
ж-овъ параллельно вертикальной плоскости, проходящей черезъ 
центръ тяжести тЬла, и сл1^довательно — параллельно лии1и пересЬче- 
шя этой посл1^дней плоскости съ данною наклонною плоскост1ю. Въ 
такоэ1ъ случа'Ь величины Л, Б, . . Х, Ж". , выразятся, какъ въ (61). 
Координаты трехъ течекъ опоры будутъ соотв'Ьтственно: (О, О, 0), 
{х^, ?/1, ^) И [х^, у^, 0)\ кром']^ того вс1Ь / и т — нули, и вс^Ь ;г— еди- 
ницы. Поэтому мы будемъ им'Ьть сообразно съ (61): 

' ^ (95) 

X — — бТ^созу, М= 2^ (а 008 у 4-С81ПТ) ^ N =:ЬГ^тг , 

при чемъ урр. (86), опред1^ляющ1я равнод'Ёйствующую, обратятся въ 

X, := Г Б'т у , Го -= ^ , ^0 = ^ ^^8 Т + ^1 -Ь ^^2 + ^3 

^^х^ — ]^2т^1.^^=-^ а2^со8у -}- ЪРв'т^ + ^2^2 + ^'з^з ? Уо^^- ^ ^ 

а уравнеше (87) въ 

(X, Ч- А^ + >^з) Ъ = \у, + \у, . 197) 

Еослъднее изъ урр. (96) показываетъ, что равнод'Ьйствующая всегда 
лежитъ въ одной вертикальной плоскости съ силою 1". Уравнен1е 
(97) опред'Ьляетъ возможныя соотношен1я между тремя величинами 
АхДз^^з- Третье изъ урр. (96) опред'Ьляетъ слагающую 2^'^ четвер- 
тое ур. (96), на основан1и (97), тождественно съ предыдущимъ; а 
пятое опред'Ьляетъ лин1ю точекъ приложен1я равнодействующей въ 
плоскости у = Ъ. Множители А представляютъ очевидно тЬ сопротив- 
лен1я, которыя плоскость оказываетъ тЬлу въ трехъ точкахъ опоры, 
когда это тЬло уравновешено на плоскости тою или другою силою, 
прямо противоположною и равною какой-либо изъ системы равно- 
дЬйствующихъ. При различныхъ равнодЬйствующихъ очевидно, и со- 
отв'Ьтствующ1я соиротивлен1я будутъ различны. Если мы желаемъ, 
чтобы сопротивлен1я въ указанномъ случа1> равновЬс1я были нулями, 
то должны выбрать равнодействующую, равную 1^ и приложенную 
къ центру тяжести тЬла, что непосредственно видно изъ урр. (96). 

17 
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Возможныя направлешя равнодМствующихъ представятся въ данномъ 
случа'Ь также, какъ на рисунк'Ь 70, (§ 41); но выборъ лиши точекъ при- 
ложен1я для каждой слагающей останется до н'Ькоторой степени про- 
изволенъ, ибо въ четвертое изъ урр. (96), опред^Ьляющее эту лин1к> 
въ плоскости ^ = 5, входятъ два множителя /^ и /4, которые мо- 
гутъ быть опред^Ьлены уравнеи1ями 

Д. г=г Р С08 у + Л. -^- Л, + А.. , 

(98) 

(^1 + \ + \)Ь = \у^ + \Уг -> 

содержащими, 'при выбранномъ 2^, три неопред'Ьленныя величины, 
изъ которыхъ одна останется следовательно произвольною. Такимъ 
образомъ, уравнов'Ьшивающую, выбранной величины, мы можемъ всегда 
приложить къ т1^лу такимъ способомъ, чтобы любое изъ давлений на 
три точки опоры им'Ьло предписанную ему величину. 

Если дв'Ь точки твердаго тЬла совершенно неподвижны, то обоз- 
начая черезъ х^, у^, 2^ и х^^, у^, ^2 координаты этихъ точекъ, и 
помня, что ихъ перем'Ьщен1я ^х^. . . ох^ . > > должны быть равны ну- 
лю, мы, на основаши урр. (4) (стр. 224), получимъ сл'Ьдующгя соот- 
ношен1я между перем1^щен1ями оа, 5б . . . (?а, с|3 . . : 



(99) 



которыя приводятся къ пяти независимымъ другъ отъ друга уравне- 
н1ямъ, ибо изъ нихъ возможно опред'Ьлить только отношен1я какихъ- 
лпбо пяти изъ упомянутыхъ перем^Ьщен1й къ шестому, остающемуся 
произвольнымъ. Кром'Ё того, умножая первый три уравнен1я соотв-Ьт- 
ственно на х^, у^, ^^ и складывая, получаемъ: 

х^^а -^ у^8Ъ + ^^^0 = О ; (100) 

точно также изъ другпхъ трехъ уравнешй им1^емъ: 

х^оа + у.,^Ъ + ^,(?с ==: О, (101) 

Зат1>мъ легко вид'Ьть, что, на основаши (100) и (101), третье изъ урр. 
(99) получится изъ двухъ предыдущихъ, умноженныхъ соотв'Ьтствешш 
на х^, у^ и сложеиныхъ: точно также шестое изъ урр. (99) получается 
тоже пзъ двухъ ему предшедствующпхъ. 



оаЧ-^1<?7 — -^10.5г= (9, 


оа -г ^2^/ ■ 


~ф^-о, 


оЪ -{- ^^^а — х^о^[ ==г , 


66 -4- '^2^^ "■ 


-х.,8угг=о^ 


^с -\- х^Щ — у^8(х, = , 


ОС -г х^ор • 


-у^и=0, 
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Выбирая одну изъ неподвижныхъ точекъ за начало координатъ 
и проводя ось ^-овъ черезъ другую точку, мы будемъ очевидно 
им'Ьть: 

^2 = ^2 = ^2 == ^ 7 «^1 = ^1 = ^ .5 

всл'Ьдств1е чего услов1я (99) приведутся къ пяти такимъ: 

оа — 0, оЪ=^0, 00 = 0, оа-=0. 6^ = 0, (102) 

который показываютъ, что изъ шести перемЁщешй можетъ оставать- 
ся произвольнымъ только одно (?у. Поэтому общее услов1е (26) рав- 
нов'Ёсхя твердаго т'Ьла приводится для даннаго случая къ одному 
уравнен1ю: 

^\хр~-7,) = 0, (103) 



ъ 



выражающему, что моментъ данныхъ силъ около неподвижной оси 
(или, что все равно, сумма моментовъ всЬхъ силъ около этой оси) 
долженъ быть равенъ нулю. 

Примгьчате. ДвЬ неизменно соединенный другъ съ другомъ 
точки приложен1я силъ, вращающ1яся около неподвижнаго центра, 
лежащаго на лин1и ихъ соединен1я, носятъ назван1е рычага, и при 
томъ — перваго рода, если об'Ь точки лежатъ по разнымъ сторо- 
намъ отъ неподвижнаго центра, и — втораго рода, если он'Ь ле- 
жатъ по одну сторону отъ этого центра. Условхя равнов-Ъсхн рычага 
сами собою очевидны изъ разобранныхъ выше услов1й равнов'Ьс1я 
неизм1^няемой системы. 



§ 43^ РаспредЪлен1е давлен1й на плоскостяхъ опоры. 

Предположимъ, что твердое т:Ьло опирается на данную плг 

не одною точкою, но конечною плоскою част1ю своей повер )*! 

т. е. безчисленнымъ множествомъ точекъ. Въ такомъ случа Х! 

нен1я равнов'Ьс1я (84) будутъ содержать столько различи Ь 

жителей Х^, Хз . . . Х^, сколько точекъ опоры, т. е. безчисле Ь1'Х 

жество; но для вс^^хъ точекъ опоры, величины /, ш, п нн^ 

очевидно одн'Ё и т'Ьже, такъ какъ всЬ эти точки лежатт ой 

плоскости. Такимъ образомъ, уравнен1я равнов'Ьс1я (84) ^ ^ 

ся для даннаго случая въ сл'Ьдующемъ вид'ё: хи^»» 
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А ^11,1=^ О, Б + т^Хг=0, С^п1:},=--0. (104) 

М-^-п1:ах—11.Ъ = 0, т. е. (105) 

N'\- т\у — т^х=^ О , каждое X = О , 

гд^Ь знакъ I; обозначаетъ сумму различныхъ слагаемыхъ. Изъ этихъ 
уравнен1й мы легко видимъ, что 

АЬ -+- БЖ-Ь €N=0. (106) 

откуда заключаемъ, что данная система силъ должна им'1^ть одну 
равнод'Ёйствующую, слагающими которой будутъ А, Д С, приложен- 
ный къ одной точк'Ё. Если координаты одной изъ точекъ приложе- 
н1я равнодействующей обозначимъ черезъ х^, у^, г^, то очевидно 
должны будетъ им'Ьть: 

Ь^,. ъ^^у- Су, , М= Сх^ — А^, , ^ = ^^0 ~ ^^^0 . (1^'^) 
всл'Ьдств1е чего урр. (105) превращаются въ 

Б^^^ — Су, Ч-шИЛ^ — п1,Ау = О , 

Сх, ~ А^, + пИх — 1^Ъ --^ О , (108) 

Ау, — Вх, 4- 1^\у — т^\х г= О . 

ЕромЬ того изъ уравнен1й (104) и (105) находимъ, что 



1л =^ — г/' А' 4- ^^ -г С' , 

^ (109) 

А1 + Бш + Сп =- — 1;л , 



й сл'Ьдовательно 



А1 -г Бш + С;^ = \/А' -+- Б' -^ СК (110) 

» Но такъ какъ величина равнодействующей силъ А, Д С есть 

' ^^ ж такъ какъ 

V А=.^а, Б=-Е^^, С^Р^, 



>^е; гдъ а, (3^ у суть косинусы угловъ 1Р съ осями координатъ, то ур. 
^?>:?Щ0) даетъ: 

'^^^^ аг + |Зт + Т«-1, (111) 

Откуда заключаемъ, что уголъ между нормалью къ плоскости опоры 
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и равнодМствующей есть нуль, т. е. Р должна быть направлена 
перпендикулярно къ этой плоскости. Величина равнод'Ьйствующей, 
какъ показываютъ урр. (109), можетъ быть произвольная, лишь-бы 
она была направлена перпендикулярно къ плоскости (/,т,^), въ сто- 
рону невозможныхъ перем'Ьщен1й. Подставляя въ (108) значешя 
А, В. С изъ (104), мы получаемъ: 

ш {^^^\ — Х1Л-^) — п{у^^\ — ^^У) = О , 
- п (х.И — ^1х) — I [^,11 — 1Х^) = О , (112) 

I Г^о^^ — 1}л/)—т[х^^'^'к — И/\х) ::г-. о , 

откуда видимъ, что одна изъ точекъ приложен1я Р им^Ьетъ коор- 
динаты 

^^"^"ЁГ' ^^"""Ж"' '^^"""^Г' ^ 

ибо ЭТИ величины удовлетворяютъ уравнен1ямъ лин1и точекъ прило- 
жен1я (112). Сравнивая выражен1я (ИЗ) съ (25) мы зам'Ьчаемъ, 
что точка приложешя силы Р опред'Ьляется, какъ центръ параллель- 
ныхъ силъ, приложенныхъ къ каждой точк^ площади опоры. Но такъ 
какъ центръ параллельныхъ силъ не можетъ очевидно лежать въ сторон'Ё 
отъ всЬхъ ихъ точекъ приложен1я, если всЬ силы направлены въ 
одну сторону, то заключаемъ, что точка приложен1я силы Р, или что 
все равно, силы — ^)^, не можетъ лежать по одну сторону отъ всЬхъ 
точекъ контура площади опоры, а должна помШаться внутри онаго. 
Каждая изъ безчисленнаго множества величинъ };, входящихъ 
въ выше приведенныя услов1я равнов'Ёс1я подпертаго твердаго т'Ьла, 
представляетъ собою, какъ было объяснено въ предыдущемъ парагра- 
ф1Ь, давлеше соотв'Ьтствующей точки плоскости опоры на твердое т'Ьло. 
Для каждой изъ системъ взаимно уравнов'Ьшивающихся силъ, прило- 
женныхъ къ одному и тому-же подпертому твердому т'Ьлу, величины 
давлен1й X будутъ различны, и для каждаго соотв'Ьтственнаго случая 
опред-Ьлятся изъ урр. (104) и (105) въ функц1и данныхъ величинъ 
А, В, . .Ь^М . . . , Но легко зам'Ьтить, что упомянутыя уравнен1Я по- 
служатъ къ опред'Ьленхю не каждой изъ безчисленнаго множества 
величинъ X, а только функц1й отъ этихъ величинъ такого вида: 

П, -Гкх, ^\у, 2Х^ (114) 

т. е. соответственно величины равнод^Ьйствующей давлен1й и (по (ИЗ)) 
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координатъ ея точки приложен1я въ плоскости опоры. При этомъ 
три посл-Ьдихл изъ функц1й (114) связаны между собою тМъ усло- 
в1ей1Ъ, что координаты х, у, ^, входящ1я въ нихъ, принадлежатъ точ- 
кав1ъ, лежащимъ въ одной и той-же плоскости опоры. Если мы обоз- 
начимъ черезъ Ъ длину перпендикуляра, опущеннаго на эту плоскость 
изъ начала координатъ, то очевидно, что '') 

1х -\- ту -\- пв -- и ^ (11^) 

откуда: 

Ю:х + пг^Ху -1- п^\з = ]ь^\ . (116) 

Такимъ образомъ, урр. (104) и (105) разбиваются на дв1Ь группы: 
одна группа, получаемая исключен1емъ изъ этихъ уравнен1й величинъ 
(114), представится тремя уравнен1ями: 

А: В : С ^=^1: т : п, 

(117) 

и выразитъ услов1я равнов'Ёс1я данной системы силъ. Другая группа, 
вм1ЬстЬ съ (116), опред'Ьлитъ величину и точку приложен1я равно- 
д1^йствующей давлен1Й сл'Ьдующимъ образомъ: 



^1х ^-шК—пМ— АЬ , 

^:л^ ^ пЬ - Ш - въ , (118) 

1.Ъ = и1—шВ—С11, 

Такъ какъ урр. (118) опред]Ьляютъ сумму безконечно большаго 
числа различныхъ величинъ А, какъ н^Ькоторую конечную величину, 
то мы заключаемъ, что каждое слагаемое л изъ суммы IX должно 
быть безконечно малымъ. Сл'Ёдовательно, на каждый безконечно ма- 
лый элементъ площади опоры величина давлен1я тоже будетъ безко- 
нечно мала, но настолько, что складывая вс1^ безконечныя малыя 
давлешя всЬхъ элементовъ данной плоскости опоры, мы получимъ 
конечную сумму IX. Такимъ образомъ, данное давлен1е мы можемъ 



*) Д-Ьйствительно, если р будетъ разстоян1е какой либо точки (ж, у^ ^) пло- 

X г/ ^ ^ 

скости отъ начала координатъ, то — , - , — будутъ косинусы угловъ линти ^^ 

Р Р Р 

X у 2 

съ осями координатъ, и соз (р,/0 =: / — + т - -\- п — ', но съ другой стороны оче- 
видно, С08 (р,^) =:= — •, сл1&довательно, 1х -\- ту + п^^^к. 
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всегда разсматривать, какъ сумму безконечно большаго числа давле- 
1ПЙ на безконечно малые элементы площади поверхности опоры. Какъ 
величина каждаго изъ такихъ элементовъ площадей, такъ и величи- 
на давлен1я на него, могутъ быть выбраны совершенно произвольно, 
лишь-бы сумма элементовъ представила данную площадь, и сумма со- 
отвЁтствующихъ давлен1й — давлен1е ИХ, приложенное къ точк!;, ко- 

^^'кх ИХ?/ ИХ^ 
ординаты которой суть -^ , -^ , -^^ ; т. е. вместо суммы да- 

вленШ приложенныхъ къ различнымъ точкамъ плоскости опоры, мы 
можемъ разсматривать сумму давлен1Й, приложенныхъ къ различ- 
нымъ безконечно малымъ элементамъ площади этой плоскости. Но 
такъ какъ упомянутые элементы площади могутъ быть нами выбра- 
ны меньше всякой данной величины, то наше представлен1е о давле- 
н1яхъ, какъ о силахъ, распред^]Ьленныхъ по различнымъ точкамъ при- 
дожен1я, мы можемъ вполн'Ё отождествить съ представлен1емъ о си- 
лахъ, распредЬленныхъ по различнымъ элементамъ поверхности, и 
при томъ различныхъ для различныхъ элементовъ. Но для различ- 
ныхъ частей одного и того-же элемента давлен1я могутъ быть раз- 
сматриваемы какъ одинак1я. 

Къ тому-же самому способу представлен1я о распред'Ьленхи да- 
влен1й по элементамъ поверхности мы приходимъ также на основа- 
нии сл1^дующихъ разсуждеи1й. Самое простое изъ всЬхъ распред^ле- 
н1й давлен1й, какое только мы можемъ себ'Ь представить, будетъ оче- 
видно равном Ёрное, т. е. такое, при которомъ къ каждой точкЬ 
поверхности приложены одинак1я силы. При равном'Ёрномъ распре- 
д^Ьлен1и, давлен1я на равный, произвольно выбранныя части поверхо- 
€Тй, будутъ одинаковы, и давлеше р на каждую единицу поверхности 
определится, какъ частное 

^-Р, (119) 

гд1. 5^ есть величина той части площади поверхности опоры, къ 
которой приложено давлен1е ИХ. Следовательно, давлеше на какой 
либо безконечно малый элементъ поверхности, величины с18, будетъ 
^>(^д8', причемъ величина р для каждаго изъ элементовъ поверхно- 
сти будетъ очевидно одна и таже. При всякомъ иномъ, перем'Ьн- 
н о м ъ распред'Ьлен1и давлешй, услов1е равенства давлен1й на любыя 
равныя части поверхности не удовлетворяется. Но въ такомъ слу- 
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ча^ мы можемъ разбить площадь данной поверхности на произволь- 
ное число частей, и на каждой изъ этихъ частей вообразить себ1^ 
такое равномерное распред'Ьлен1е давленхй, что ихъ суммы для каж- 
дой изъ частей будутъ равны результирующимъ данныхъ давлешй, 
д'Ьйствующихъ на эти части. Чёмъ меньше мы выберемъ упомянутый 
дЬлен1я поверхности, т^Ьмъ ближе комбинац1я воображаемыхъ различ- 
ныхъ равном'Ьрныхъ распред'Ёлен1й давлен1й будетъ подходить къ 
данному распред'Ьлентю давлен1й, и будетъ наконецъ отъ этого по- 
сл']^дняго отличаться безконечно мало, если площадь поверхности мы 
разобьемъ на безконечно большое число безконечно малыхъ элемен- 
товъ. Такимъ образомъ, въ предЬл'Ь мы можемъ представить себ]^ 
всякое распред'Ьлен1е давлешй по данной поверхности, какъ рядъ 
равном'Ьрныхъ давлен1й различной величины, приложенныхъ къ каж- 
дому элементу поверхности; при этомъ величина давлен1я на какой 
либо элементъ с18 поверхности можетъ быть представлена въ вид'ё 
рс18, гд'Ь р им'Ьетъ тоже значен1е, что въ (119), только для каж- 
даго элемента различается по величин-Ь, и представляетъ, очевидно, 
то давлен1е, которое имЬло-бы мЬсто для единицы поверхности, если 

бы на каждый изъ числа -т^ ея элементовъ производилось одно и 

тоже давлен1е 2^(^8- Величина р мон?етъ быть названа сило ю или 
напряжен1емъ давлен 1я въ данномъ элементе поверхности. 
Понят1е о напряжен1и давлен1я относится очевидно къ понят1ямъ да- 
влен1я и площади, какъ понят1е скорости~къ длин'Ь и времени. 

Наименован1е единицы силы давлен! я явствуетъ изъ ниже 
сл'Ьдующихъ соотношен1й, вытекающихъ изъ (119): 

един. давл. дина грам. ^.^^. 

ед. сил. давл. = — — = —=: ^ (120) 

един. площ. цен^ сек.^ цент. 

Итакъ, полагая, на основан1и вышеприведенныхъ соображен1й, 
для каждой точки поверхности опоры, или, что все равно, для каж- 
даго элемента этой последней, 

\=:рс18, (121) 

мы получимъ, на основан1и (118), сл'Ьдующ1я уравненхя для опред'1^- 
лен1я безчисленнаго множества различныхъ величинъ р для различ- 
яыхъ элементовъ данной плоскости опоры: 
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'^рхс18 = ш]Я — пМ — А11 , 

^руд8= пЬ— Ш—ВП, (122) 

гд-Ь суммы д'Ьвыхъ частей берутся по вс^^мъ элементамъ поверхности. 
Очевидно, что четыре уравнен1я (122) не могутъ опредЬлить всего 
безконечно большаго числа величинъ р, и что мы можемъ представ- 
лять себ^Ь произвольно то или другое распред-^ленхе напряжен1й дав- 
лен1й по элементамъ поверхности подъ однимъ лишь услов1емъ, что- 
бы каждое изъ такихъ произвольно выбранныхъ распред'Ьлен!?! удов- 
летворяло уравнешямъ (122^. 

• — ^-Ь- Ж-у-^ — • 

Разсмотримъ теперь, как1я можно сд'Ьлать самыя простыя пред- 
положен1я о распред1Ьлен1и силъ давлен1й на данной площади, при 
вышесказанныхъ услов1яхъ. ПростЬйшее предположен1е очевидно бу- 
детъ то, что величины р для каждаго элемента поверхности одн'Ь и 
т1^же, т. е. что 

Р=Ро^ (123) 

гд1Ь р^ есть н'Ькоторая постоянная величина, не зависящая отъ того 
или другаго положен1я элемента й8. Въ такомъ случае, помня, что 
^й8 = 6\ гд-Ь 5 есть величина площади поверхности опоры, мы бу- 
демъ им'Ьть: 

Ърс18 =р^:1:с18 =гр,,8 , 

^рхс18 =^р^^хй8 , ^р)рс18 -— ^^^^Ц^/йй" , ^р^'с18 =р)(у^^^^ • 

Величины 

1^й5, ^уЛ8 , ^^а8 

им1^ютъ для данной площади опред^Ьленныя геометрическ1я значен1я, 
не зависящ1я отъ того или другаго предположешя о распред'Ьлен^и 
давлен1й. Именно, легко видЬть, что, для всякаго равном-Ьриаго рас- 
пред'Ёлен1я массъ по элементамъ данной поверхности, координаты 
а, &, с центра инер11;1'и этихъ массъ опред'Ьляются какъ 

1^хг18 1>ус18 1,^^8 п 9^л 

""""12"^' ^-"Ж5' '-^08' ^^^'^-^ 
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при чемъ точка [а, Ь, с) очевидно опред1^ляется вполн1^ формою и 
величиною данной площади, и носитъ назваше центра инерщи данной 
площади. На основан1и (125), уравнешя (124) принимаютъ видъ 

^рхйВ =:1р^8а , ^руй8 г=:р^^8Ь , '^р^д.8 =1р^^8с . 
Внося величины (126) въ урр. (122), мы получаемъ: 



р^^8 = --^А' + В^ + С' 

р 8а = шК — п31 — АЪ , 

' (127) 

р^8Ъ г=г пЬ - Ш — ВЬ , 

р,,8с ==--= Щ— тЬ—СЬ, 

изъ которыхъ первое опред1Ьляетъ р^, а три остальныя даютъ усло- 
В1е, удовлетворяемое данными величинами А, В, С, X, Ж, ^У, 5, 
й, а, 6, с, для случая, когда предположен1е о равном1Ьрномъ распре- 
д'Ьленш давлений можетъ имЬть м1Ьсто. Смыслъ этого услов1я наибол'Ье 
очевиденъ изъ урр. (113), который даютъ намъ для даннаго случая: 

х^ = а, Уо^Ь, ^о = с, (.128) 

откуда заключаемъ, что равном1Ьрное раснред'Ьленге давлен1Й только 
тогда возможно, когда равнод'Ьйствующая приложенныхъ силъ про- 
ходитъ черезъ центръ инерц1и площади опоры. Для того, чтобы это 
услов1е удовлетворялось, данная система силъ должна удовлетворять 
уравн. (127). Въ противномъ случать равном'Ьрное распредЬлеше 
давлен1й не возможно, и мы должны д1Ьлать нашъ выборъ между 
различными перем1^нными расиред1>лешями. 

Для большей простоты послЬдующихъ разсужден1й, мы выберемъ 
начало координатъ въ плоскости опоры, и ось «з'-овъ — перпендику- 
лярно къ этой последней. Тогда очевидно: 

I = т = о , и п = 1 , 

всл1Ьдств1е чего уравнен1я равнов'Ьс1я, (104) и (105), превращаются въ 

А = 0, В = 0. С + 11 = 0. 

(129) 
В — Иу^О, М~\-^\х=-0, N = 0, 

уравн. (ИЗ)— въ 

1,рх(18 ^руй8 
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а уравн. (122) — въ 



'^рхйЗ = — 31. У,руй8 

0=--]1. 



(131) 



Въ случа11 прост'Ьйшаго, т. е. равном'Ьрнаго, распределения дав- 
ленШ, мы будемъ имЬть изъ (131): 

С 31 ^ I 



Ро=-- 



8 



1\>а ^ 



5;' 



р^' 



8' 



(132) 



(183) 



что возможно, только когда удовлетворено услов1е 

а о 

Въ противномъ случа1^ р должно быть перем1^ннымъ, т. е. им^Ьть 
различныя величины для разныхъ элементовъ; другими словами, р 
'ДОЛЖНО зависать отъ положен1я этихъ элементовъ; а такъ какъ по- 
ложен1е безконечно малаго элемента площади определяется коорди- 
натами той точки, около которой этотъ элементъ расположенъ, то 
мы заключаемъ, что р должно зависать отъ координатъ точекъ плос- 
кости опоры, т. е. представляться функц1ею этихъ посл'Ьднихъ. Про- 
стМшая зависимость отъ координатъ х ж у, которыми отличаются 
элементы плоскости опоры другъ отъ друга, можетъ быть предполо- 
жена въ форм'Ь простой пропоргцональности (линейной форм1Ь), и 
представлена въ вид'!^: 

Р=Ро + ^-^ + {^У ^ (1^^) 

гд'Ь 2^0 . а, Р (*'УТь нЬкоторыя постоянный величины, независимый отъ 
координатъ. Выражеше (134) равносильно тому предположен1ю, что 
сила давлен1я для различныхъ точекъ убываетъ или прибываетъ про- 
порц10нально ихъ разстояшямъ, въ ту или другую сторону отъ не- 
которой прямой ЛИН1И. ДМствительно, полагая 

(135) 




гд1з 



1с С08 9 , |3 =1- к 8Ш ф , 



Рис. 73. 



МЫ проведемъ черезъ начало координатъ (рис. 
73) некоторую прямую ОЛ, подъ угломъ ^ съ 
осью а^-овъ, И изъ разсматриваемой точки 
{х, у) опустимъ перпендикуляръ на 0А\ тогда 
легко показать, что длина лин1и ОН, т. е- 
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разстоян1е Ь точки {х, у) отъ прямой шп, проведенной черезъ на- 
чало координатъ и перпендикулярной къ ОА, будетъ 

1г = X С08 ср + У 81п ^ . 
откуда 

а^ -р р|/ = 1ьЬ II 2^ =р^^ -\- Ыь 5 (135) 

гдЬ 1г для различныхъ точекъ различно, и представляетъ разстоян1е 
соотв'Ётствующей точки отъ изв'Ьстной прямой, проведенной черезъ 
начало координатъ. Давлен1е, распред'Ьленное по вышеприведенному 
закону, называется равном'Ьрно пзм1^няющим ся, или с ги ба- 
ющим ъ давлен1емъ; при чемъ величина ^, по отношен1ю къ дав- 
лен1ю р, играетъ очевидно туже роль, какъ ускорен1е — по отношентю 
къ скорости равном'Ьрно ускореннаго движен1я, Лин1я шп носитъ 
назван1е средней или нейтральной оси; на каждой изъ лин1й, 
параллельныхъ этой оси, величина силы давлен1я остается очевидно' 
одна и таже. Величина силы давлен1я кром'Ё того зависитъ только 
отъ направлен1я нейтральной оси, но не отъ ея разстоян1я отъ начала 
координатъ. Действительно, будемъ считать разстоян1Я /г' разныхъ 
точекъ отъ некоторой другой линп1, параллельной шп и находящейся 
на разстояни! /г^ отъ этой посл'Ьдней; тогда очевидно, /г' = /г — Ь^ и 

или обозначая (136) 

гд'Ё р^ есть очевидно постоянная величина, им1^емъ: 

т. е. видимъ, что, съ перенесен1емъ оси пт параллельно самой себ1^ 
въ разныя точки плоскости, нзм1^няется только величина постояннаго 
давлен1я^(), съ которымъ сравниваются давлен1я въ остальныхъ 
точкахъ. 

Равнод'Ёйствующая давлец1Й на данную площадь опред1^лится, 
при равном-Ьрио изм-Ёняющемся распред-Ьдеши, такъ: 

1,2к18 = р^Ш8 -\- сС^хйЗ + ^^уЛ8 

(138) 

но, обозначая черезъ Ь^ разстоян1е центра инерц1и площади отъ ней- 
тральной оси, и помня, что очевидно 
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мы получимъ: 

^рй8 =^ 8 (р, + Л,) ; (1 40) 

или, если будемъ считать разстоян1я отъ оси, проходящей черезъ 
центръ инерц1и и обозначимъ черезъ Р^ силу давлен1я на этой оси: 

1.ра8:~Р^8', (141) 

т. е. величина равнод1^йствующей давленхй равна си- 
л'Ьдавленхя въцентр1з инерц1иданной площади, умно- 
женной на величину площади, или: сила давлен1я въ 
центр Ь инерц1и площади есть средняя изъ силъ дав- 
лен1й на всЬхъ ея элементахъ. 

Обращаясь далЬе къ моментамъ давлен1й, мы найдемъ, что суммы 
Ърхй8 и ^руй8, въ случае равномерно измЬняющагося распред'Ьле- 
н1я, представятся въ видЬ: 

'^:рх(18 ^р^а8 + 0.1.ХЧ8 + 1^1.хг^й8 , 

^руй8 ^-р^Ъ8 + а^хус18 + р1г/^75 . ^ ^^^ 

Суммы 

■ ^^хЧ8 , ^уЧ8 , '^хуй8 , 

которыя мы будемъ обозначать соответственно черезъ 

а, я, в, 

зависятъ очевидно лишь отъ геометрической формы и размЬровъ дан- 
ной площади. Изъ нихъ первыя дв1Ь суммы носятъ назваше мо мен- 
тов ъ инерц1и данной площади, соответственно около осей :г;-овъ 
и ^-овъ. Для большей ясности посл'Ёдующаго изложешя разсмотримъ 
зд'Ьсь н1^которыя изъ главныхъ свойствъ моментовъ инерц1и. 

Съ изм1шен1емъ положешя осей координатъ м'Ьняются очевидно 
и величины моментовъ инерц1и около этихъ координатъ. Найдемъ 
законъ этого изменен1я. Представимъ себ1> двЬ системы осей коор- 
динатъ ОХ, ОТ и 0Х\ ОТ, проходящихъ черезъ одно и тоже на- 
чало; обозначимъ уголъ между осями ОХ и ОХ черезъ ^; коорди- 
наты какой либо точки А, относительно первыхъ осей, пусть будутъ 
X, у, а относительно вторыхъ, х\ у\ Тогда легко вид1Ьть, что *) 

*) См. прим'Ьчанхе къ Форм. (152) ниже. 
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Х^ =: X С08 \)' — У 8111 8' , 

(143) 

!/■ :=: X 8111 9- -|- у С08 ()- , 

всл^дств1е чего находимъ, что 

1^x^48 :== С08 2-& ^хЧ8 + 81п2 ^1.1/48 — 2 81п * С08 %^1.хус18 

и т. д. Или вообще, обозначая черезъ 0\ Н\ В величины, въ кото- 
рыя превратятся суммы О, II, В, взятыя по новымъ осямъ, мы 
находимъ: 

6?' г^ а С08 20' + Нв'т 28' — 2В 008 ^' 81П * , 

Я' =-^ а 81п"2а + Ясо8 ^Э- 4- 2Е С08 18' 8т {)• , (144) 

7^1 ^^ (6? _ Я) С08 ^- 8111 ^ + В (С08 '-^- — 8111 2*) , 

откуда зам'Ьчаемъ, что 

т. е., что сумма моментовъ иперцш, относительно всякихъ двухъ 
взаимно перпендикулярныхъ осей, остается одна и таже. Кром'Ь того 
изъ т'Ьхъ-же выражен1й (144) мы видимъ, что 

^/Я' — Р.'2 =-- ан- В\ (146) 

Съ изм'Ьнен1емъ величины угла 'Э' величины О и Ш изм'Ьняются; но 
такъ какъ ихъ сумма 0^ + Я' остается одна и таже, то, при наи- 
большей величин'Ь 0\ величина Я' д^Ьлается наименьшею, и на обо- 
ротъ. Ером* того ясно, что когда & и Я' достигаютъ соотв-Ьтственно 
своихъ наибольшаго и наименьшаго значенШ, то для соотвЬтствую- 
щаго угла '8> величина (т' — Я д-Ьлается наибольшею, а также и зве- 
личина {0^ — Н'у. Но такъ какъ 

и (6г' 4- Я')' постоянно, то ((т' — Ву дЬлается наибольшимъ, когда 
(?' II д-Ёлается наименьшемъ, или такъ какъ, по (146), 

0^11^-аН-В'-{-В^\ 

то бг'Я' д1Ьлается наименьшимъ, когда В'^ д-Ёлается наименьшимъ. 
Но наименьшая возможная величина для 7?'^ есть нуль, какъ это 
видно изъ (144), ибо В^ можетъ быть нулемъ. Сл'Ьдовательно, при 
Д' = О, разность между О' и Я' будетъ наибольшая изъ всЁхъ воз- 
можныхъ, и мы можемъ стало быть найти всегда пару такихъ осей, 
проходящихъ черезъ одно начало, для которыхъ величины О' и Л 
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будутъ соответственно наибольшею и наименьшею, или наоборотъ. 
Так1е моменты инерц1и называются главными, а соотв1Ьтствующ1я 
оси— главными осями инерц1и. Уголъ -О-!, опред'Ьляющ!!'! поло- 
я^ен1е главныхъ осей инерц1и относительно данныхъ ОХ и ОТ, 
находится изъ посл'Ьдняго уравн. (144), въ которомъ должно по- 
ложить В' = 0. Изъ этого уравнен1я мы им'Ьемъ: 

С08 1^ 8111 8-1 ^ . о О ^^ 

С08 ^^^ — 8Ш Чт^ 2 ^ О ~ Н 

Самыя величины, главныхъ моментовъ инерц1и (т^ и Н^, опреде- 
ляются по даннымъ О, Н, В изъ (145) и (146), который превра- 
щаются въ 

а. + н^-г^а-гв, о,н^ = ан—Е\ (148) 

и, будучи решены относительно О^ и Н^, даютъ: 



а,^.\{а + Н)-\-\/\{а + ну^в\ 



(149) 



Наоборотъ, если величина главныхъ моментовъ инерц1и и поло- 
жен1е главныхъ осей изв-Ьстны, то величины О, Я, В для любой 
пары взаимно перпендикулярныхъ осей, образующихъ уголъ '8' съ 
главными осями инерц1и, опред1^ляется по (144) такимъ образомъ: 

(? =г (?^ С08Ч^+ Я, 8Ш25', 

Н= а^ 8ш Ч^ + я, С08 Ч , (150) 

2г = е(?^ — Я,)со8^8т^. 

Предположимъ теперь, что мы им'Ьетъ дв'Ь системы осей, парал- 
лельныхъ другъ другу, но проходящихъ черезъ разныя начала О и О". 
Координаты одной и той-же точки, относительно той и другой системы 
осей, обозначимъ соотв^Ьтственно черезъ х,у и ж", у^\ а также и мо- 
менты инерщи — черезъ О, Я, В и 6^", Я", Я". Тогда очевидно: 

гд'Ь х^ и 2/о суть координаты точки О относительно начала О". Легко 
зат'Ёмъ вид-еть, что 

1.х'Ч8 ::=:- "^2x418 + 2х^'2хс18 + ^5 
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и т. д.; или, называя черезъ а и Ь координаты центра инерц1и пло- 
щади 6' относительно начала О: 

Н'^-Н+у,'8 + 2у,Ъ8, (151) 

Е^ = В ^х^у^8-Аг{х^а -^ уф) 8 . 

Если О совпадаетъ съ центрами инерц1и, то а=^Ь = О, и 

Н'=:Н+у,;^8. (152) 

В' :=В4- х^у^8 , 

откуда видимъ, что моменты инерц1и, Оп И, около осей, проходящихъ 
черезъ центръ инерц1и, будутъ всегда меньше соотв'Ьтствующихъ мо- 
ментовъ около осей нараллельныхъ первымъ, но проходящихъ черезъ 
другое начало. 

Предположимъ теперь, что данная плоскость не совпадаетъ ни 
съ одною изъ плоскостей координатъ, и опред1Ьлимъ для этой плос- 
кости величины суммъ 

'^хЧ8 , 1.уЧ8 , '1:^''с18 , 1.у^д.8 , 1.^x48 , 1.ху€18 , 
которыя назовемъ соотв'Ётственно черезъ 

а, я, /, р, я, в, 

зная величины в' Н' В' относительно прежнихъ осей координатъ, 
совпадавшихъ съ плоскост1Ю. Если мы им1Ьемъ координаты х,у,^ и 
х\ у\ ^' одной и той-же точки относительно двухъ различныхъ сис- 
темъ осей координатъ, проходящихъ черезъ одно и тоже начало, то 
вообще *) 

X =1Х^ 008 {х\х') + У^ С08 {у\х) + ^' С08 {^\х^ , 

у —' х^ С08 {х^^у) 4- у' С08 {у'.у) + ^' С08 (^',^) , (1^2) 

^ г=: X' СОЗ (Х\^) -{- у С08 (^^,^) + ^^ С08 (^^> • 



*) действительно, одно и тоже разстоян1е данной точки отъ начала есть геоме- 
трическая сумма ея координатъ по той или другой систем*. Следовательно, две 
геометрическ1я суммы, х Л^ у Л^ з и х^ Л^у' Л^ 2\ равны между собою. Если такъ, 
то и проложен1я обеихъ суммъ на всякую лин1ю равны другъ другу. Пролагая теперь 
эти суммы на дин1и ж, 2/, ^, и помня, что С08 (х^у) ^=1 СОЗ (2/,^) ==: соз (х^г) :=! О, мы по- 
лучймъ непосредственно выражен1я (152), и въ частномъ случае — выражен1я (143). 
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Въ нашемъ случать мы ЕжЪтъ ^' = 0] сл1>довательно: 

у-^-:: Г^Х' -^-Г^' . (153) 

^ г=: г1\х' -г ги^у' , 

гд1^ значен!.' и^^ . . . г€^ . . л\ . . . по сравнешю съ (152) очевидно. Если 
начала об1^ихъ системъ координатъ не совпадаютъ, то, обозначая че- 
резъ х^, ?/о, ^^ координаты стараго начала по новымъ осямъ, им1^емъ: 

X = и^х' -|- г4.^,у■ -т- х^ , 

у=г^'-{- г^^ -гу^, (154) 

^ ггг го^х^ + ги-^у' + ^„ . 

На основан1и этихь соотношенШ легко найдемъ, что 

Н^^ г^а' + ь.^Н' -- 2V,V,В^ + ^,^>§ + (г^а' + г^',?>0 ^^./, , 

Р — г€^V^Сг^ -+- гV\VД' -г (г(;^^'2 + ^^'2^*1 ) -^' + '^о^/о'^ 

(155) 

+ [х^ (г€^а' + ^^*2^') -1- -^0 (^1^' + ^2^')] ^^ , 

+ [у о {ща^ + ^2^^') + ^0 (^1<^' Н- ^'2*0] . 

Предыдущ1я выражен1я значительно упрощаются, когда старыя 
координаты отнесены къ центру инерц1и данной площади, какъ нача- 
лу, и къ главнымъ осямъ инерц1и, ибо тогда'очевидно, В = а^ — Ъ' = О, 
гд-Ь а' и й' суть, какъ и въ (155), координаты центра инерц1и по 
старой систем1Ь. 

Возвращаясь теперь къ распред'Ьленхю давлен1й по площади 
опоры, мы видимъ, что, при равном1^рно изм^Ьняющемся распред'Ьленш, 
величины силъ давлен1й будутъ изв'ёстны, если мы опред'Ьлимъ три 
постоянныя величины 2^, а, р. Подставляя величины ИраЗ, 1,рхЛ8, 
^руй8 изъ выражен1й (138) и (142) въ уравнешя (131), мы 

18 



2 74 Глава III. А) ('1,.т1{КА тбердагч; т1^лл. § 43 

находимъ: 



р^^а8 ~1-^а + {^П^ — М, 
откуда получаемъ: 



(156) 



а^= 



(7г-а&>5?-1(?-а^>9)(Я-^^/?) 



. М{11 — а Ь8) -гЫС^ — а ^>^) -г ^(^^^ - ^^-^^) ..^Т! 

^ "" а1~~ <Л8)' - (О - а^^^ ) (Л 1-7;^.^У ^ ^ ' ^ 

(7 ^ Ь(1)а — .<К) ч- Л/"(7>^1^ — аН) + О ( ^/'< 'т 4- аЧ 1— 2аЫ1) 

^ '^ "" "~" ^ "^ а^сТъЩ'^^а — ^^^") (Я - ь''8у " ~ ' 

Если начало координатъ выбрано въ центре инерц1п данной 
площади и координаты параллельны главнымъ осимъ ниерц1И, то 

Если плоскость опоры не совнадаеть ни сч> однои^ лаъ плос- 
костей координатъ, то мы должны положить: 

р --]),, Ч- ах' + 3/у + у^' . (158)а 

Зат'Ьмъ полагая 

:1.хЧ8 '^^ а , ^уЧ8 ^ и , х/^г^^ =^ ./ ^ ( 158)ь 

мы найдемъ, что должно быть: 

(^оь^с 
':^ру(Ш ^-гр,,у,,8 + а К + [^Я 4- уР , 

Вставляя эти величины въ уравнен1я равновЁс1я (122), мы 
опред^Ёлимъ коеффиц1енты р^, а, р, у, при чемъ однако величины 
а, |3, у, не остаются независимыми другъ отъ друга, но, на основании 
{116), связаны уравнен1емъ: 

Щх(18 - р т1фуг(8 + ^1^р:г(18 -г. Щх18 , 
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которое, вс.гГ,дств1в (158)с, превращается въ 

+ V (^Я г тР -1- п^) =:-:-: Л6' (а./' , — .^^/„ -- уг .^ . 

Такимъ образомъ мы видимъ, что для любой системы взаимно урав- 
нов'Ьшивающихся силъ, ириложенныхг къ твердому т4лу, подпертому 
данною площадью, мы можемъ найти еоотв-Ьтствующее равномерно 
изменяющееся распределен1е силъ давден1й опоры на элементы опи- 
рающейся поверхности. Эти распределения, для различныхъ системъ дан- 
ныхъ силъ, будутъ разниться между собою величинами р^, я, |3. Если 
найдено^ давлен1е р опоры на тЬло, то наоборотъ, давление' т'Ьла на 
опору будетъ— ^;, и распределится очевидно точно такимъ-же обра- 
зом'1>, как'ь р. 



Если твердое тЬло опирается несколькими плоскостями на раз- 
личный опоры, то уравнения равновес1я будутъ иметь видъ: 
.1 + 11,1 + 1'-^,' + ГГл" . . . = О , * 
В + уг-^А + иг'1;л' -|- йг"^:л" + • • ■ :- О , 
С + пИ -^- «,'ГЛ' + иг''>:л' + • . . г::, о , 
X 4- да1л^ — п1,\у + ■т'Х;Х'^' — п'1,'к'у' + . . .=:^о, '^^^^^ 

Л/-|- п1,Ах — 1^:Ъ + й'ХХ'ж' — г'1;)1'г' -I- • . • =^ О , 
•^ -г 11,^.1/ — т'Шх + ?1;Х'^/' — «г'^'Х'ж' -}- • • • = О 
где число членовъ, содержащихъ множители X, X' ... , и относящихся 
къ различным!, плоскостямъ опоры, вообще более, нежели число урав- 
нен1й. Кроме того члены, содержащ1е множители X, X' ... , связаны 
между собою уравнен1ями (116): 

которыхъ будетъ столько, сколько дано различныхъ плоскостей опоры. 
Такимъ образомъ, если число плоскостей опоры будетъ IV, то число 
различныхъ суммъ, содержащихъ множители X, X' и т. д., будетъ 
4Д а число уравнешй (15!)) и (160) будетъ Л^+6. Если изъ этихъ 
уравнен)» возможно составить одно или несколько, не содержащихъ 
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величинъ X, то так1я уравнен1я и представятъ услов1я равнов1^1*1и 
приложенной системы снлъ. Въ противномъ случае, равновЁс1е будетъ 
им'Ьть м'Ьсто при всякихъ силахъ, если только всЬ л будутъ еоот- 
в'Ьтственно отрицательныя или нули. Такъ, для двухъ различныхъ 
плоскостей опоры услов1е равнов'Ёсхя получится выключен1емъ 1л 
и 1;Х' изъ первыхъ трехъ уравн. (159), и представится въ видк: 

А (шп' — 7п'п) 4- Б [пТ — пЧ) А- С {Ъп^ — 1Чп) -^ О , (161) 



при чемъ 



В1~Ат! ^ ^,. Лт—В1 

ш — 1Чп <г 1т — 1т <; 



Для трехъ поверхностей услов1я равнов1^с1я выразятся только 
неравенствами, и т. д. 

Что касается до распред'Ьлен1я давлен1й по плоскостямъ опоры, 
то мы знаемъ, что для его полнаго опред1^лен1я нужно знать для 
каждой площади четыре величины: 1Л, 1Хх, ^\у, 1л^: но уже въ слу- 
чать двухъ плоскостей, для опред1Ьлен1я 8-ми неизв'Ёстныхъ, мы им1Ьемъ 
только 7 уравнешй (т. е. урр. (159) и (160), за псключен1емъ урав- 
нен1я равнов'Ьс1я (161)). Сл1^довательно, распред1^лен1е остается не 
вполн1Ь опред'Ьленнымъ. 

Если т'Ьло не им-Ьетъ возможности перем'Ьщаться ни въ какую 
сторону, перпендикулярно къ плоскости опоры, то величины ^^ вхо- 
дящ1я въ услов1я перем'Ьщешй (80) и (81), должны быть равны нулю, 
всл'Ёдствхе чего услов1я (85), опред'Ьляющ1я знакъ у X, т. е. направлеше 
силъ сопротивлен1я или давлен1я опоры на т1Ьло, не будутъ им^Ьть 
м-Ьста, и знакъ у каждаго изъ X можетъ быть + или — ; т. е. дав- 
лен1е опоры на т'Ьло можетъ быть направлено въ ту и другую сто- 
рону по нормали къ ея поверхности. Сила сопротивлен1я плоскости 
опоры, направленная отъ плоскости внутри объема, занимаемаго т1>- 
ломъ, называется давленхемъ по преимуществу. Сила сопротивле- 
Н1я плоскости опоры, направленная отъ плоскости наружу отъ объема, 
занимаемаго т-Ёломъ, называется тягою или натяжен1емъ. Тяга 
есть очевидно отрицательное давлеше, и наоборотъ. Давлешю или 
тяг-Ь опоры на твердое т'Ьло очевидно соотв'Ьтствуютъ равныя и 
противоположный давлеше и тяга твердаго тЬла на опору. Величины 
давлен1я и тяги, отнесенныя въ данной точк-Ь поверхности къ еди- 



§ 43 Глава III. А) Статика тверд аго гвла. 277 

ницЬ площади, будутъ называться силами или напряжен1ями 
давлен1я или тяги (натяжен1я) въ соотв1Ьтствующей точк']^. Какъ дав- 
ления, такъ и натяжен1я принадлежатъ къ такимъ силамъ, которыя 
мы иредставляемъ себ'Ь распред1^ленными на каждый элементъ поверх- 
ности и Еоторыя можно обозначить особымъ назвашемъ усил1й. 
Давлен1я и натяжен1я, дМствуя всегда въ ту или другую сторону по 
нормалямъ къ поверхности, могутъ быть обозначены, какъ нормаль- 
ны я усил1я *). Если нормальное усил1е распределено по поверх- 
ности равном'Ьрноперем1^нно , то оно называется сгибающимъ 
усил1емъ, т. е. соотв1>тственно — сгибающимъ давлен1емъ, 
или сгибающимъ н а т я ж е н 1 е м ъ. 

Для случая, когда твердое тело могло-бы не только давить 
на плоскость опоры, скользя по ней, но и тянуть ее, услов1я рав- 
яотЛта приложенныхъ силъ будутъ выражаться т'Ёми-же самыми 
уравнен1ями (104) и (105), при чемъ однако 

различный А---0. (163) 

Изъ этихъ уравнен1Й мы видимъ, какъ прежде, что система 
данныхъ силъ должна им'Ьть одну равнодЬйствующую перпендикуляр- 
ную къ плоскости, но направленную въ любую сторону по нормали. 
Точка приложен1я равнодМствующей опред1^лится уравнен1ями (113), 
въ которыхъ л'Ёвыя части могутъ быть выражены черезъ данныя 
силы изъ (109) и (118). Но такъ какъ величины X могутъ быть 
при этомъ и положительными, и отрицательными, то центръ парал- 
лельныхъ силъ, иаправленныхъ въ разный стороны, не будетъ необ- 
ходимо лежать внутри площади образуемой точками приложен1я этихъ 
силъ, какъ въ случа1Ь, когда знаки у всЬхъ X одинак1е. Распред'Ь- 
лен1е напряжен1й нормальныхъ усил1й можетъ для всякпхъ данныхъ 
силъ, и въ этомъ случа-Ё, быть выражено формулой (1Н4), гд'Ь р для 
различныхъ точекъ можетъ быть отрицательнымъ и положительнымъ, 

Наконецъ, если твердое т'Ьло неизм'Ьннымъ образомъ скр'Ьплено съ 
данною плоскост1ю какою нибудь част1ю своей поверхности, иди тремя 
точками, то оно остается всегда неподвижнымъ, и всякая система при- 
ложенныхъ къ нему силъ будетъ оставаться въ равнов'Ьс1и. Въ такихъ 
случаяхъ можно разсматривать данное т*ло, какъ совершенно свободное, 



") Обозначение распред'Ьленныхъ по элементамъ поверхностей силъ особымъ 
терминомъ (81г€88') было введено въ первый разъ Капктпе'омъ, 
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къ которому съ одной стороны приложена данная система силъ, а съ 
другой — уравновЬшиваюнпя ее силы сопротивлен1я плоскости. Эти 
посл11^дн1я въ свою очередь очевидно могутъ быть разбиты на дв1> 
системы силъ: одн1^ нерпендикулярныя къ плоскости, т. е. — нормаль- 
ныя давлен1я или натяжешя, и друг1я, параллельный плоскости. Силы 
сонротивлен1Я, параллельныя плоскости скр'Ёплен1а, могутъ быть пред- 
ставлены распредКленнымн на каждый элементъ поверхности, и явятся 
такимъ образомъ усил1ями, который, въ отлич1е отъ нормальныхъ, 
носятъ название касательныхъ или танге нц1а л ьны х ъ. Тан- 
гешГгальныя уснл1я могутъ быть представлены вс!^» параллельными 
другъ другу и направленными въ одну или разный стороны, при чемъ 
распред1>лен1е ихъ напряжен1Й по различнымъ элементамъ, для пхъ 
опред1^леннаго направлен1я и для данной системы приложенныхъ силъ, 
можетъ быть выражено тою-же формулою (134). Система танген- 
Ц1альныхъ усил1Й, распред'Ёленныхъ по поверхности равномерно пе- 
рем1^ннымъ образомъ, носитъ название з а к р у ч и в а ю и^ а г о ус и л 1 я. 
Разыскан1е величины закручивающаго усил1я для данной плоскости 
закрЬплен*1я приводится очевидно къ разыскан1ю тЬхъ слагающихъ 
уравнов1^шивающихъ силъ, приложенныхъ къ плоскости, который па- 
раллельны этой плоскости и которыхъ моменты следовательно къ 
ней перпендикулярны. Если оси координатъ мы выберемъ такь, чтобы 
плоскость (ху) совпадала съ плоскост1Ю закрЬплешя, черезы!!:// на- 
зовемъ напряжен1е тангеиц1альнаго усил1я, приложеннаго къ элементу 
(18 площади закрЬплешя, черезъ ф— уголъ направлен1я равнод1^пст- 
вующей всЬхъ ^ съ осью ^-овъ, то величина д для разныхъ элемен- 
товъ, на основани! вышесказаннаго, опред'Ьляется нзъ уравнений: 

еоз 6 ^^с^8 -л- А^-(К ^'ш ф ^дЛ^ 4-Б^О , 

сов ф }1дрс18 — 81п ф Ъ2Х(1Ь ч- Л — ^ О . 

Выражая затЬмъ законъ предполагаемаго равном1ерно измЬняющагося 
распред'Ьлен1я усплШ формулой 

с^ -- г^^^ -\- XX + а?/ , (165) 

гд'Ь (/о. у^ - ^уть н1екоторыя постоянныя величины, и предполагая, 
что начало координатъ выбрано въ центр1е пнерц1и йлощади, а оси 
г-овъ и ^-овъ направлены по ея главнымъ осямъ инерц1и, мы нахо- 
димъ изъ (164) и (165): 
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(166) 



гдЬ 



й'д,^ ео8 ф -р ^ г- О , 8(2^^ в'т ф -[- !> —: О . 
аЯсов ф ~ х(7 81П ф + ^"^ ^^ О, 



^:ус18 :^ }:хс18 г^г. Ухг/(18 ^-- О , 1^x418 -^ а , 1,уЧ8 ггг. Н. 
Первыя два изъ урр. (166) опредЬляютъ ^^^ и ф: 

а третье, которое, на основанп! (167), превратится въ 

— г: АН -г хБСт — N ]/Ж + 1?2 _^^ ^ ^163) 

олред'Ьляетъ сг и х, одно изь которыхъ стало-быть остается произ- 
вольнымъ. Такъ какъ, на основан1и разъяснен1й по поводу выраже- 
Н1Й (135), мы знаемъ, что х п с могутъ быть вообще представлены 
въ видК 

X " - 1с 008 о , с -- к 81П 9 , (169) 

ГДЕ ср есть уголь съ осью ^-овъ некоторой прямой, пропорц10наль- 
но разстоян1ямъ отъ которой прирастаетъ пли убываетъ величина 
д, а /1' — коеффи1иентъ этой пропорц1ональности, то всл'Ьдств1е про- 
извольности одной изъ величинъ, х и сг, направлен1е упомянутой пря- 
мой тоже становится произвольнымъ. Для простоты мы можемъ вы- 
брать это направлеше такъ, чтобы было ср = ф, т. е. чтобы величи- 
на напряжен1й усил1й, вдоль по лин1и параллельной ихъ направле- 
Н1Ю, оставалась одна и таже. Въ такомъ случа'Ь: 

(170) 



(171) 







X = к :-:= , 


]/Л' ч- В'' 




и ур. 


(168) 


превращается въ 
ЫВ(а-Н)~ 


■Ж(А' + В^) = 


7 


откуда 














_N^А' + В■-) 


Л'|/Х^4- 


В' 



АВ{0 — НУ " В{0 — Щ ' 






(172) 
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§ 44^ Усилгя различныхъ частей твердаго т-Ьла относисельно 

другъ друга. 

Если некоторая система силъ, приложенныхъ къ данному твер- 
дому т^Ьлу, удовлетворяетъ услов1ямъ равнов'Ьс1я, то каждая отд'Ьль- 
ко взятая сила этой системы или н^^сколько силъ могутъ быть раз- 
сматриваемы, какъ уравнов'Ьшивающ1я остальныхъ силъ. Вообще си- 
стема силъ, приложенныхъ къ точкамъ одной части т-Ьла при уио- 
мянутыхъ услов1яхъ представляется уравнов'Ьшивающей систему силъ, 
приложенныхъ къ остальнымъ частямъ того-же т'Ёла. Поэтому мы 
можемъ сказать, что одна часть т'Ьла (или вообще какой либо си- 
гтемы матер1альныхъ точекъ), всл'Ьдств1е приложенныхъ къ ней вн1Ьш- 
нихъ силъ, д'Ёйствуетъ на друг1я части того-же тЬла, и на обо- 
ротъ. Внутри даннаго тЬла проведемъ мысленно н'Ькоторую поверх- 
ность, разд'Ьляющую его на как1я-либо дв1ь части; тогда эта поверх- 
ность можетъ быть разсматриваема, какъ некоторая поверхность 
опоры^ черезъ посредство которой обЬ упомянутый части дМству- 
ютъ другъ на друга, всл'Ьдств1е приложенныхъ къ этимъ частямъ 
вн'Ьшнихъ силъ. Каждая изъ двухъ частей т-Ьла производитъ на по- 
верхность некоторый давлен1я, которыя могутъ быть представлены 
Бъ вид'Ь нормальныхъ и тангенц1альныхъ усил1й, распредЬленныхъ 
по вс1^мъ элементамъ поверхности. Если-бы поверхность, будучи скр1> 
плена съ т'Ьломъ, была неподвижна, то упомянутый усил1я уравно- 
Б'Ьшивались-бы сопротивлен1емъ поверхности. Въ разсматриваемомъ 
же случаЬ роль сопротивлен1й нграютъ усилия, которыя приклады- 
ваются къ той-же поверхности съ другой ея стороны, и обусловли- 
ваются силами, приложенными къ другой части твердаго тЬла. Такъ 
какъ поверхность раздала можетъ быть выбрана нами совершенно 
произвольно, то мы приходимъ къ тому представлен1ю, что силы, 
приложенный къ разнымъ точкамъ твердаго тЬла, могутъ быть раз- 
сматриваемы какъ усил1я, д15Йствующ1я на всяк1й элементъ поверх- 
ности^ проводимый гд-Ь либо внутри даннаго т'Ьла. Не должно при этомъ 
однако забывать, что распред1Ьлен1е усил1й по элементамъ данной 
поверхности раздЬла и ихъ величина остаются произвольными при 
данной систем'Ь силъ; это явствуетъ уже изъ того, что точка при- 
ложения каждой ОТДЕЛЬНОЙ силы можетъ быть выбрана гд'Ь угодно на 
ЛИН1И д'Ёйств1Я ЭТОЙ посл'Ьдней, и такнмъ образомъ, одна и таже си- 
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ла можетъ быть разсматриваема, какъ действующая на ту или дру- 
гую изъ частей твердаго т'Ьла, раздЁленныхъ упомянутою поверхно- 
ет1Ю. Еще больш1й просторъ для произвольнаго выбора распределе- 
ний усил1й является въ томъ случа'Ь, когда отд'Ьльныя силы системы 
не даны, а система силъ опред1Ьлена, какъ это всегда бываетъ въ 
вопросахъ динамики твердаго тЬла, только слагающими А, В, С гео- 
метрической суммы силъ и слагающими X, Ж", ^У ихъ моментовъ 
около даннаго начала. 

Если мы представимъ себ1> силы, дМствующ1я на твердое т'Ьло, 
распред'Ьленными въ видЬ усил1й по элементамъ различныхъ поверх- 
ностей, раздЬляющихъ данное т-Ьло на отдельный, дМствующ1Я другъ 
на друга части, то каждая изъ такихъ частей, находясь подъ дМ- 
ств1емъ остальныхъ, должна сохранять равнов'Ёс1е, если все т'Ьло на- 
ходится тоже въ равнов'Ёс1и. Выд'Ьливши какую-нибудь произвольную 
часть даннаго твердаго т'Ьла, мы найдемъ очевидно, что силы къ ней 
приложенныя будутъ представлены во первыхъ усил1ями, распреде- 
ленными по пограничной поверхности выделенной части и обусло- 
вленными дМств1ями на эту часть остальнаго т'Ьла, всл'Ёдств1е при- 
ложенныхъ къ нему силъ, во вторыхъ — силами, приложенными непо- 
средственно къ точкамъ выд'Ьленнаго объема. Силы того и другаго 
рода вм1Ьст'Ё должны удовлетворять услов1ямъ равнов'ЁС1Я твердаго 
т'Ьла. 

Выд-еленную часть твердаго тЁла представимъ себ'Ь въ видЬ 
безконечно малаго тетраедра, три пограничный плоскости ОВС, ОСА, 
ОАВ (рис. 74), котораго параллельны тремъ произвольно выбран- 
нымъ илоскостямъ прямоугольныхъ координатъ, а четвйртая погра- 
ничная плоскость АВС образуетъ съ пер- 
выми тремя произвольные углы. Предполо- 
жнмъ сперва, что упомянутый тетраедръ 
находится только подъ дМств1емъ усил1й 
распред'Ёленныхъ по его поверхности, и 
найдемъ услов1е равнов'Ьс1я этихъ усил1й. 
Прежде всего обратимся къ услов1Ямъ: 

ИХ^^-'-О, ХГ=:^(), ^12=:: о, {113) 

Такъ какъ стороны тетраедра безконечно малы, то мы можемъ пред- 
положить, что по каждой изъ нихъ усил1я распред'Ьлены равномерно, 
т. е. къ каждой части одной и той-же стороны приложены одн'е и 
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тЬже силы. Величины трехъ слагающихъ ио ослмъ координатъ уси- 
л1й, дМствующихъ на сторону нериендикулирную кь оси .^-овъ (т. е, 
на сторону ОВС) и отнесенныхъ къ единице площади, назовемъ чь- 
резъ Хх, Ту, 2х: величину площади ОВС обозначпмъ черезъ а^х. 
Тогда суммы слагающихъ по тремъ осямъ для стороны /^'х выра- 
зятся черезъ . 

Х,>8;., Г.^Ч,, 2:.:8:,, (174) 

Подобныя-же суммы для двухъ сторонъ аЗ'у и /^г будутъ: 

' ' ' ' (174) 

Та1пя-же величины для четвертой стороны, площадь которой ооозна- 
чимъ черезъ /5,,, пусть будутъ: 

Х,>5, . Г,.^, . ;^,^, . (174) 

Такимъ образомъ, на основан1и выше приведенныхъ обозначен1й, пер- 
вое изъ услов1й равнов'Ьс1я (173) обратится въ 

Х.5, + Х,5', + Х,5. + Х,5, -.' О . (175) 

Но такъ какъ площади аЬ^, б'у, 8г суть проложен1я стороны 6\,, то 
обозначая черезъ а, р, у косинусы угловъ, которые перпендикуляръ 
{п) къ плоскости АЗ'а, направленный внутрь объема тетраедра, дК- 
лаетъ съ осями координатъ, т. е. съ перпендикулярами къ тремъ 
другпмъ сторонамъ, мы очевидно будемъ иметь: 

>§, г^ - А§,а , .^у = - 5,р , А^.-:- ^и7^ (^'^^У* 

при чемъ знакъ — принятъ потому, что величины площадей 6'х, ^^у, 
А^г должны получиться изъ (176) положительными, а величины а, 
|3, у, какъ косинусы тупыхъ угловъ, являются отрицательными. На 
основан1и (176), уравнеше (175), а также и два другихъ изъ урав- 
неН1Й (175), представятся въ слЁдующемъ вид1^: 

Хп=::-^ аХх 4- (ЗХу -г- ^^Хг . 

Г,.-аГ,4-рГу+у1;. (177) 

Значен]е этихъ уравнен1й состоитъ въ слЬдующемъ. Черезъ любую 
точку О внутри даннаго т1Ьла мы можемъ представить себЬ проведен- 
ными нЬкоторыя три взаимно перпендикулярныя плоскости, и мо- 
жемъ также определить девять слагающихъ усид1й, приложенныхъ 
къ частямъ упомянутыхъ плоскостей, лежащимъ безконечно близко 
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отъ точки О. Зная эти девять величинь, мы можемъ, на основан1и 
(177), вычислить слагаюиия Х„, У,,, 2,, усил1й, приложенныхъ къ 
любой плоскости, проведенной безконечно близко отъ точки О, для 
тЬх ъ ся частей, который безконечно мало удалены отъ той-же точки. 
Такимъ образомъ, для р'Ьшен1Я вопроса объ усил1яхъ, приложенныхъ 
къ элементу данной поверхности, проходящему какъ-либо черезъ дан- 
ную точку внутри твердаго тЬла, достаточно рЬшить туже задачу 
для трехъ взаимно перпендикулярныхъ элементовъ поверхности, про- 
ходящихъ черезъ туже точку, и знать углы, которые иерпендикуляръ 
къ данному элементу дЬлаетъ съ ребрами треграннаго угла, обра- 
зуемаго тремя выше упомянутыми взаимно перпендикулярными пло- 
скостями. 

Теперь приложимъ къ тому-же тетраедру остальныя три изв1Ьст- 
ныя уравнен1я равновЬс1я: 

::1: ( г^ — 2г^) ^г= о , 1; {2х — х^) ^-: о , :^ {Xг^ — Тх) ^- о , (178) 

при чемъ для простоты предположимъ начало координатъ въ верши- 
не О тетраедра. Такъ какъ къ точкамъ каждой изъ сторонъ те- 
траедра приложены но условию различный системы параллельныхъ и 
равныхъ силъ, то каждую изъ такихъ системъ мы можемъ зам1Ьнить 
одною силою, равною алгебраической суммЬ силъ системы и прило- 
женною къ центру инерц1и соответствующей стороны. Центръ инер- 
ц1п всякаго треугольника лежитъ, какъ легко вид'Ьть, въ точке пе- 
рес'Ьчен1я двухъ лин1й, проходящихъ соотвЬтственно черезъ двЬ его 
вершины и д'Ьлящихъ по поламъ об1^ противулежащ1я угламъ сторо- 
ны, при чемъ каждый дв'Ь так1я лиши пересекаются взаимно на двухъ 
третяхъ ихъ длины, считая отъ вершины соотв]^тствующихъ угловъ. 
Такимъ образомъ, обозначая длины ОА, ОБ, ОС реберъ тетраедра 
черезъ а, 6, с, мы легко найдемъ, что координаты центра инерцш 
будутъ: 









2 , 


2 


для стороны 


Л'к : 


0, 


3^' 


3^' 


» >^ 


5, 


2 
: з«> 


0. 


2 
8^' 


> » 


8., 


2 
: з-а, 


1'. 


0, 


> » 


-5„ 


2 
: 3«, 


1'. 


2 
3^' 



284 Глава 111. А) Статика твердаго тъла. § 44 

Егл1дств1е чего первое изъ урр. (178) мы можемъ написать въ вид!:.: 

2 ,^2 , ^ 2 

Ух 5^.4 т;^ ~т '^^^^ о^ ^' "Г '^п^п о ^^ 

(179) 
[' 2 *> 2 ( 

Ь о о о I 

или, на основании (176) и (177), заьгЁняи величины й'х, >5у, 5., 1^,, и 2^ : 

откуда, замечая что величины ус и |3й выражаютъ одну и туже 
длину перпендикуляра изъ точки О на плоскость ЛВС, мы нахо- 
димъ у ел о в! е: 

У.-^, , (180) 

Точно также найдемъ изъ остальныхъ двухъ урр. (178): 

7.^Х., Х,^Т., (180) 

откуда заключаемъ, что ря каждыхъ дЁухъ взаимно перпендикуляр- 
ныхъ плоскихъ элементовъ касательное усил1е одного, направленное 
параллельно плоскости втораго, равно касательному усил1ю другаго, 
направленному параллельно плоскости перваго. 
Вводя обозначен1я: 

1\ " Ту^ г - 7^ , 2\ === ^х =^ X, , Го г- Ху " 1 X , /1 о^ л 
МЫ представимъ уравнен1я (177) въ видЬ: 

У^^%Т,-^^:М^-Т^, (182) 

откуда видимъ, что для р-Ьшенхя вопроса о нахождеши трехъ сла- 
гающихъ усил1й на какой либо элементъ поверхности, проходящ1Й 
черезъ данную точку, необходимо знать, кром1Ь положешя элемента, 
только шесть различныхъ усил1й на три взаимно перпендикуляр- 
ный элемента, проходящ1е черезъ туже точку; именно: три норзшль- 
ныя усил1я ^^1, ^^2, Лч. и три тангенц1альныя 1\, 1\, Т.^, изъ кото- 
рыхъ Т^, будучи приложено къ &лементамъ, перпендикулярнымъ къ 
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осямъ ^^/-овъ или ^-овъ, направляется параллельно соотв'Ьтственно осямъ 
,^-овъ или ^-овъ, и т. п. 

Если на разсматриваемый тетраедръ будутъ еще дМствовать 
силы, приложенный къ точкамъ, внутри его объема, то обозначая че- 
резъ IX, Х;Г, :^2 суммы слагающихъ этихъ силъ по осямъ коор- 
динатъ, мы должны будемъ изм'Ьнить услов1е равновЬс1я (175) и 
ему подобныя сл'Ьдующимъ образомъ: 

х,^, + Ху>5',+ х,5, + Хп^, + ^:х== О , 

Г,^. + Г,>§, -4- г.,?, + Гп5^„ + ^Т=0. и т. д. ^^^^^ 
Но такъ какъ площади четырехъ сторонъ тетраедра безконечно ма- 
лы, то первые четыре члена въ каждомъ изъ уравн. (182) будутъ 
безконечно малы въ сравнен1и съ $:Х, 5: Г и 1,2, всл'Ьдств1е чего и 
могутъ передъ этими послЬдними быть пренебрегаемы. Поэтому урр. 
(182) превращаются въ 

1Х=::.0, 1,Т=0^ Х2=0. (Ш) 

Внося эти услов1я въ (182), мы приходимъ также и къ прежде выведен- 
нымъ уравнен1ямъ (177), которыя для даннаго случая будутъ обу- 
словливать равнов1^с1е, вм^ст!; съ урр. (183). Точно также дал^е, 
обозначая черезъ различный х, у, г точки приложен1я данныхъ силъ, 
мы легко зам1Ьтимъ, что вс1^ члены уравнешя (179) и ему подобныхъ' 
къ которымъ нужно въ данномъ случа1Ь придать ^{Т^ — Т^у) и 
т. п., будутъ безконечно менЬе придаваемыхъ моментовъ, и всл^д- 
ств1е этого могутъ быть, въ сравнен1и съ этими посл^^дними, прене- 
брегаемы. Поэтому мы получаемъ еще так1я уравнешя равнов1^с1я: 

2(У^-^^)-0, У^^2х~-Х,)^0, ^{Ху-Тх)^0, (1Щ^ 

вм^Ьст^ съ которыми также будутъ им^ть м^сто и урр. (180), выве- 
денный изъ (179). 

Итакъ, мы приходимъ къ тому заключешю, что соотношения 
(182) существуютъ во всякомъ случа1^; если-же существуютъ кром'Ь 
данныхъ усилШ Х„, Г,, ^„, Л^^, Л^^, ^з, Т,^ Т„ 1\^ еще друг1я силы, 
приложенныя къ точкамъ безконечно малаго объема выдавленной ча- 
сти т*ла, то эти силы должны взаимно уравнов1Ьшиваться незави- 
симо отъ упомянутыхъ усил1й. 

• — ч-ж-ь 
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Примгьчаше. Три слагаюиия усил1Я Х„, У,,, Х,^, отнесенный к']> 
рдиниц]^ площади даинаго элемента поверхноети и выражаемый съ 
иомощ1ю шести успл1й 3»^ 11 1\ д'1>ству10щихъ на три оиред1^Л( {1ны;! 
поверхности, даютъ величину Р и направлен1е результирующаго да- 
влен1}1 на упомянутый элементъ такимъ оорааомъ: 

X у 'I (1«'^) 

С08 [1?,х) .--. р , ео8 {Г. У) . -. ^ , 1Ч)й (Р,.^) г -_ ^ . 

Вообще направление Р не совиадаетъ съ иерпендикуляромъ къ раз- 
сматриваемому элементу; но возможно очевидно подыскать такой 
элементъ поверхности, проходящ1и черезъ туже точку, какъ разсма- 
триваемый, давлен1е на который будетъ къ нему перпендикулярно. 
Для такого элемента очевидно мы будемь им'Ьть: 

с«)8 ( Р.сГ ) '^- а , С08 {^.у) -" р , ео8 ( Р,^) =- ^^^ , 

гд1> а, ]3, у суть косинусы угловъ нормали къ элементу съ осями ко- 
ординатъ, и слЬдовательно получимъ: 

Х,..РЫ, Г.- Р13, >^п- РЗ, 

а всл1^дств1е (182): 

Р^^^Т,-г^^,Л-{Т,, (186) 

Ру^а1;-,-|32;+уЖ, 

откуда и опред'Ьлпмъ но даннымъ Ж^ . . . 2\ . . , направлен1е (а,|3, у) 
элемента, испытывающаго нормальное усил1е, и величину Р этого уси- 
Л1Я, отнесенную къ единиц'Ь площади, при чемъ величины а, |3, у, 
какъ изв'Ьстно, связаны еще уравнен1емъ 

а^4-^^ + у^-:1. (187) 

Исключая а, 3, у изъ четырехъ уравнен1й (186) и (187), мы полу- 
чимъ следующее уравнен1в для опред'Ёлен1Я величины Р: 

рМшя которое, получимъ вообще три различный величины Р^, Р.^, Р.. 
давлен1я (какъ три корня кубическаго уравнен1я), удовлетворяющ1я вы- 
нюупомянутымъ услов1ямъ. Подставляя каждое изъ трехъ значен! й 
Р въ уравнения (186), мы найдемъ три сер^и келичинъ «. к у, (кг- 
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.1ИЧНЫЛ другъ отъ друга; т. е. нормальному давленш Р^ будетъ со- 
отв1лч*твовать н1;которое наиравлен]е {^1.^1,71) нормали элемента, 
псиытывающй^гб это давлен1е, при чемъ величины а^, р^^ у^ опреде- 
лятся при иодстановк'!; Р, въ уравнен1я (186); точно также лавле- 
Н110 Рз оудетъ соответствовать другой элементъ, определяемый на- 
правлен1емъ (а2,|3,,у,) его нормали; давлен11о Р. будетъ соотв'Ьт- 
ствовать некоторый трет1й элементъ (^з, 1^:^^ Тз)- Такимъ образомъ, 
какъ-бы ни были распределены усил1я внутри даннаго твердаго тела, 
черезъ каждую точку внутри его можно провести три поверхност- 
пыхъ элемента, на которые будутъ действовать только перпендику- 
лярный успл1я. 

Подставимъ теперь въ урр. (186) величины Р1.а^,^^, у^, кото- 
рыя должны имъ удовлетворять; помножимъ эти три уравиен1я соот- 
ветственно на а^, ^З,, ^2 " сложимъ; тогда тюлучимъ: 

^1 (>1^2 -Г ^А + Т1Т2) 

.-^ :^,^x^N, + '^,^,1^, + у,у,Ж + ( у,|3, + у,|3,) 1\ (189) 

+ ( а,Т2 + ^2 п) Т, + (^1^2 + .3,а,) Тз . 
Точно также, подставляя величины Р^,^2^1^2Л2о помножая на а,,^^,^^, 
и складывая, получимъ: 

.:.: а,а,^, + 13,5,^ -г Т1Т2^ + {Ък + ^Зг) Т, ( 190) 

-4- ( а,7, + а,у^) I; 4- (^,а, + %с^,)1\ . 

Вычитая урр. (189) и (190) другъ изъ друга, находимъ: 

( Р, ~ Р,) ( а,а, + и, + ЪЪ) -= ^^ • (191 ) 

Но такъ какъ Р^ и Рз вообще не равны другъ другу, то у р. (191) 
можетъ удовлетвориться только когда 

^Л + |3 А + Т1Т2 --- ^Л (192) 

т е. когда наиравлен1я двухъ давлен1й Р^ и Р^ перпендикулярны 
другъ къ другу. Точно также докажеыъ, что и третье давлен1е Р., 
перпендикулярно къ двумъ остальнымъ, если только оно отъ нихъ 
отлично. 

Легко также показать, что корни ур. (188) не могутъ быть 
мнимыми. Д1эйствительно, предположимъ, что ур. (188) им^еетъ мни- 
мые корни; тогда так1е два корпя должны им^еть видъ, напримеръ: 



Р, ... А ^ В V - 1 , Р, - ^ А~Ву - 1 : (193) 
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точно также, опред'Ёленныл по Р^ и Р.^ веяитины а^ . _ а^ , . . доле- 
ны им^ть видъ: 



(194) 



гд1^ ^>, </, г, б(, й, с суть д1Ьйствительныя величины. Всл'Ьдств1е (194) 
уравнен1е (192) должно превратится въ 

^^2 4- д2 + Г2 -^ «2 _^ ^2 _^ ^.2 ^ ^^ ^ (^195) 

ЧТО невозхможно. Сл'Ёдовательно, невозможны мнимые корни уравне- 
шя (188). 

Наоборотъ, если намъ даны величины и направлен1я трехъ 
главны хъ усил1Й Р^, Р.^, Р^, то по нимъ легко опред'Ьлить шесть 
усил1й К^ . . . Т^ . . . . Д1^йствительно, подставимъ въ первое изъ урр. 
(186) по очереди величины а^ . . . , а.^ . . . , ао • - . ; полученныя три 
уравнен1я умножимъ соотв'Ьтственно на а^, а^, <х^, и сложимъ; за т1^мъ 
помножимъ т'Ьже уравнен1я на ^^, р.^, рд и сложимъ, и точно также 
— на 7^, Уз- Тз*-) тоже самое выполнимъ съ тремя уравнен1ями, полу- 
чаемыми изъ втораго ур. (186), и съ тремя уравнен1ями, получаемыми 
изъ третьяго ур. (186). Тогда легко найдемъ: 

К,=г.агР, +а,^Р, -газ^Рз. 

^2-р1^Л +Р/Р, +Рз^Рз, 
^ 3 ~" Тг ^1 I Т2 ^2 1" Тз ^3 ' 

-^2 ^=^Т1^1-^1 I Т2'^2^2"^' Тз^З^З ' 



(196) 



В) ДВИЖЕН1Е ТВЕРДАГО ША ПОДЪ ДЬЙСТВШМЪ ПРИЛОЖЕННЫХЪ 
СЙЛЪ. (КИНЕТИКА ТВЕРДАГО ШкГ 



§ 45^ Количество движен1я, его моментъ и кинетическая энерпи 
свободной неизменяемой системы. 

Если данная система силъ приложена к ъ точкамъ свободной неиз- 
меняемой системы, то т1> части этихъ силъ, который, будучи приложены 
къ каждымъ двумъ различнымъ точкамъ, направлены въ противопо- 
ложныя стороны но разстояшю между этими последними и равны 
другъ другу, очевидно всегда взаимно уравнов'Ьсятся. Такижъ обра- 
зомъ, изм'Ьнен1е движения будутъ производить только гЬ изъ прилож- 
ныхъ силъ, величина и направлеше которыхъ не обладаютъ свойст- 
вами величины и направлен1я взаимныхъ силъ. ДМствхе такихъ силъ, 
какъ мы вид1эли въ § 25, § 31, § 35, состоитъ въ изм-Ьнен^и гео- 
метрической суммы количествъ движен1я системы, геометрической 
суммы моментовъ этихъ количествъ движен1я, и величины энерг1и 
системы. Изменен1я первыхъ двухъ величинъ, отнесенныя къ единиц1; 
времени, измеряются соответственно геометрическими суммами при- 
ложенныхъ силъ и ихъ моментовъ, а приращен1е энерг1и — работою 
вн'ешнихъ силъ. Если приложенный силы обладаютъ по величин* и 
направлен1ю свойствами взаимныхъ силъ или если ихъ совс1^мъ нетъ, 
то геометрическ1я суммы количествъ движенья и ихъ моментовъ, а 
также и величина энерг1и свободной неизменяемой системы, остаются 
неизменными во все время движения. 

Движете неизм'еняемой системы, какъ мы вид-ели въ § 12, опре- 
деляется для каждаго промежутка ]^емени вращенгемъ системы 1)коло 
определенной оси и ея поступательнымъ движешемъ. Для опред-еле- 
шя вл1ян1я прнложенныхъ силъ на это движенхе, мы должны прежде 
всего найти зависимость между вращательными и поступательными 
скоростями, съ одной стороны, и упомянутыми выше величинами, не- 
посредственно изменяемыми силами, — съ другой стороны. 

19 
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Иачнемъ съ количества движен1я. Если т будеть масса одной 
какой-либо изъ матер1альныхъ точекъ неизм1^нлемой системы, и 
Vx, ь'у, Рх — три слагаю1Ц1я скорости этой точки по осямъ координатъ, 
то слагающ1Я величины количества движен1я по тЬмъ-же осямъ вы- 
разятся алгебраическими суммами 

взятыми для вс]^хъ точекъ и скоростей данной системы. Но такъ какъ 
на осыован1й § 15, (93): 

^х -' и + ту — ^^ , 

^'у = "О + Р^ — ^^ , (198) 

гд'Ь слагающ1я поступательнаго движен1я и, г), ш, и угловой скорости, 
р, ^, г, суть однЬ и т1^же для вс1^хъ точекъ системы, то мы получимъ: 

^шь'^ ^^ 1\^7П -}- гЪшу — д^Ш2 , 

1;тг7у = \)^ш 4- р^т^ — т^шх , (199) 

^тъ\ ^^ П)2т + д^шх —р^шу . 

Обозначая черезъ х, у, ^ координаты центра инерцти системы и 
помня § 22, (27), мы получимъ изъ (199): 

^тVx = (и + ^^ — ^^) ^ш , 

^тгу =:=■ (х) 4- р^ ~- гх) ^ш , (200) 

^ШV■^, =11 (х\) -^ рх — рг/) ^ш . 

Но выражешя въ скобкахъ представляютъ очевидно, по (198), скорости 
центра инерц1и; поэтому, обозначая эти посл1Ьдн1я черезъ г\х, -г^, Vг, 
мы выводимъ, что 

т. е. что количество движен1я системы выражается количествомъ 
движешя ея центра инерц1и, къ которому отнесена вся масса 1м 
системы. Если ось вращешя мы выберемъ проходящею черезъ центръ 
инерц1и, то очевидно: 

г;х — и, % — ^5 г^г — П). (202) 

Слагающ1я геометрической суммы моментовъ количествъ движешя 
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будутъ, па основан1и § 24, (48): 

которыя, на основан1и (198), представятся вь сл^дующемъ вид^: 
ЦVу^ — г\у)ш^^ (Х)^— П)у) 2т — г5:ш^^ — ^^шхуА-рЪп (^^ _^ ^2^^ 
2(г;,ж — ^,^)ш=(ги^— и^) 5:т — 1)2ш^ж — г2т^^+д2т (^^ + ^'), (204) 
^(^х.^/ -~V,x)ш= {\ху~- ш) Еш — фп^х — ^>2т^^+г5;ш (;Г2 + «/2)^ 
при чемъ первые члены правыхъ частей въ (204), выражающ1е мо- 
менты количества движен1я центра инерц1и, черезъ который прохо- 
ходитъ ось вращен1я, обращаются въ нули, если начало координатъ 
выбрано въ центрЬ инерц1и. 

Приращен1е количества энерг1и Е неизм'Ьняемой системы будетъ 
пзм1Ьряться приращен1емъ одной только ея кинетической энерпи Т, 
такъ какъ приращен1е ея потенц1альной энерг1и, всл^Ьдствхе неизм'Ь- 
няемости разстоян1й между точками системы, всегда равно нулю. 



Такъ какъ 



Т=^^т{V^'-\-V,^ + Vг). (205) 



то, на основаши (198), будемъ им1^ть: 

^-|(и2 + 1)^ + 1В^)1:т 

1 1 л 

4- ^р''^т{у'' + ^2)+ _ ^2^^^ ^^2 + ^2) + I И^т (^2 ^ уЗ) 

— ^^Т,ту^ — гр^т^х — 1щ"2,тху 

\ г ~ - - - - ^ (206) 

Л- 19 (% — 1^^) 2т + д (11^ — П)а;) Ъпг + г {1х — Щ) Ът , 

гд1^ три посл1^дн1е члена обращаются въ нули, если начало кборди- 
натъ выбрано въ центр'Ь инерц1и. 
Величины, выраженныя суммами 

2^(2/2+^2), 2т (^2+^'), 2т (^2 ^«/2) 

(207) 
Ътуз , ^т^х, Ишху, , ^ ^ 

ВХ0ДЯЩ1Я въ выражен1я моментовъ количествъ движешя и въ выражеше 
кинетической энерпи неизм-Ьняемой системы, опред'Ьляются только 
геометрическимъ распред1^лен1емъ массъ системы. Первыя три суммы 
(207) носятъ назван1е моментовъ инерц1и системы, соотв1^т- 
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ственно около осей х-овь, ?/-овъ и ^-овъ: 11осл1.дн1я три суммы на- 
зываются моментами д е в 1 а ц 1 и или и р о и з в е д е н 1 я м и и н е р- 
ц 1 и около т'Ьхъ-же соотв'Ьтственныхъ осей. 



§ 46^ Главныя свойства моментовъ инерщи. 

Произведен1е пзъ массы данной матер1альноп точки и квадрата 
ея ра:к*тоян1я отъ данной прямой называется м о м е н т о м ъ и н е р ц 1 и 
этой точки около упомянутой ЛИН1И, к а к ъ о с и. Если дано н Ь- 
сколько матер1ал1>ныхъ точекъ, то а л г е б р а и ч е с к а я сумма назван- 
ныхъ выше произведен1й представитъ моментъ инерц1и системы 
матер1альныхъ точекъ около данной ос и. Такимъ образомъ, если 
мы черезъ ш обозначимъ массу какой-либо матер1альной точки си- 
стемы и черезъ г — ея разстоян1е отъ н-Ёкоторой оси, то моментъ 
инерц1и, -й", системы около этой оси представится алгебраическою 
суммою 

Н^Ъш'', (208) 

гд* сумма берется по всЬмъ точкамъ системы и разстоян1я г опре- 
деляются отъ одной и той-же прямой. 

Если масса системы непрерывно расположена въ данномъ объ- 
ем'Ь, то масса каждой без^^онечно малой части объема можетъ быть 
разсматриваема, какъ отд'Ьльная матер1альная точка. Обозначая черезъ 
б?0 элементъ объема и черезъ к плотность массы въ немъ заклю- 
ченной, мы выразимъ массу каждаго элемента объема произведен1емъ 
к(Ш, при чемъ к для каждаго элемента объема вообще можетъ быть 
различнымъ. Въ такомъ случаЬ моментъ инерцш представится въ вид1Ь: 

Н=ЪЪЧШ, (208)^ 

гд'Ь сумма берется по вс1^мъ элементамъ даннаго объема. Если мы 

выберемъ ось момента инерц1и за ось ^г-овъ, то очевидно, г'^ = ?/- + ^^, 

м следовательно, обозначая черезъ //х моментъ пнерц1и системы 

около оси ^-овъ, будемъ им'Ьть: Нх^Ъш{у'^ + 2^). Если кром'Ь того 

Лу и Н, будутъ моменты инерд1и около осей «/-овъ и ^-овъ, то 

вообще: 

Ях ^ Ъш [у' 4- ^') , //у — Ъп (^2 + х') , Я. ^ Хт (л'^ +г/), (209) 

Представимъ себ'1^ нЬкоторую лин1Ю, проходящую параллельно 
оси х-оъъ черезъ центръ инер1ии системы, и найдемъ, насколько 
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моментъ инерц1и Нх около этой лшпи 5удетъ отличаться отъ ста- 
раго Нх. Начало координатъ перенесемъ въ центръ инерцги, и коор- 
динаты точекъ системы относительно новаго начала обозначимъ че- 
резъ х\ у\ ^\ Тогда очевидно, мы будемъ пм1^ть: 



СС\ у^у^^у\ 



^- ё'- , 



гд'Ь X, у, ^ суть координаты центра инерции по старому началу. Та- 
кимъ образомъ мы получимь: 






(210) 



Но такъ какъ ^ту' ~ Еш^' =г^ О, ибо начало координатъ л^'-овъ, ^'-овъ . 
взято въ центр!^ инерц1и, то мы получаемъ изъ (210): 



1/,^(^М-^')5;т + Я,^ 



(211) 



т. е. моментъ инерц1и около данной оси равенъ моменту инерц1и 
около другой оси, параллельной данной и проходящей черезъ центръ 
инерц1п системы, сложенному съ моментами инерц1и около старой 
оси всей массы системы, сосредоточенной въ ея центр^Ь инерц1и. 
Отсюда сл'Ьдуетъ, что моментъ инерц1и около оси, проходящей черезъ 
центръ инерц1и, будетъ наименьш1й изъ всЬхъ моментовъ около осей, 
параллельныхъ данной и проходящихъ черезъ различный точки. Ером1& 
того моменты инерц1и около взаимно параллельныхъ осей, располо- 
женныхъ на равныхъ разстояшяхъ отъ центра инерщи, равны меж- 
ду собою. 

Зная моменты инерц1и Лх, .ЕГу, Нг около трехъ взаимно перпен- 
дикулярныхъ осей, проходящихъ черезъ центръ инерщи, легко найти 
моментъ инерц1и Л около всякой другой оси, проходящей черезъ 
центръ инерц1и, и образующей углы а, |3,у съ тремя данными осями. 
ъ 7!ь Пусть ОХ, ОТ, 02 будутъ направлешя (рис. 75) 

трехъ данныхъ осей и 01 — направлеше оси 
искомаго момента Щ пусть ш будетъ н'Ькото- 
_^ рая точка {х, у, ^) системы, р — ея разстоян1я 
отъ центра, г — ея разстоян1е отъ оси 01, 
У у ? — длина вдоль 01 отъ О до подошвы перпен- 

Рис. 75. дикуляра г. Тогда очевидно: 
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С08 (р,?) = - С08 а + - С08 |3 + - С08 у , 

? к » 

8Ш 2 (р,г) ==: 1 — I - С08 а + - С<^8 р1 Ч- --С08 у ) 

^^ ^ \ р р г^ ' 

слЬдовательно: 

^2 ^ ^2 _^ ^2 _^ ^2 _ (^^ С08 а + ^ С08 |3 -Ь ^ С08 7) % 

или помня, что 

С08 2 а + <^08 2 р Ч- С08 ^7 =:= 1 : 
^2 ^ (^^2 _^ ^2 ^ ео8 ^а + (^2 + х^) С08 ^(З -г (^' + «/') сов ^у 

— '1у2 С08 |3 С08 V — 22Х С08 "^^ С08 а — 2^1/ С08 а С08 ^ . 

Зат1Ьмъ обозначая выражен1я 

соотв^Ьтственно черезъ (^ ^ 

Ях, Яу, Я,, ^х, ^у, ^М 

мы получаемы 

Я==: ^:тг2 := Ях С08 2а + Яу со8 2(3 + Я. со8 ^у ^^ ^ 

— 2^х С08 р С08 у — 2(2у С08 у С08 а — Щъ С08 а С08 |3 . 

Такимъ образомъ опредЬлится Я около всякой оси (а,р,у), если 
изв^Ьстны моменты инерц1и и дев1ац1и около трехъ осей координатъ. 
Законъ изм'Ьнешя величины момента инерц1и съ изм1Ьнешемъ направ- 
лен1я его оси мы можемъ представить графически слЬдующимъ спо- 
собомъ. Отложимъ отъ начала О вдоль по направлен1Ю оси инерщи 

длину, равную .^. Съ измЬнен1емъ положены оси изменится ве- 
личина Я, а сл'Ьдовательно и длина =, отложенная нами на этой 
оси. Если мы проведемъ черезъ О всевозможныя оси и на каждой 
изъ нихъ отложимъ упомянутымъ образомъ длины .^, то концы 
такихъ лиши образуютъ н1^которую поверхность, облегающую на- 
чало О Наоборотъ, проведя разъ упомянутую поверхность во- 
кругъ точки О, мы опред'Ьлимъ величину момента инерц1и для лю- 
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бой оси, совпадающей по своему направлен1ю съ однимъ изъ рад1у- 
совъ векторовъ этой поверхности. ДМствительно, если длина упомя- 
нутаго рад1уса вектора будетъ р, то моментъ инерц1и около оси, съ 

нимъ совпадающей, будетъ очевидно ~ . Всякую поверхность мы счи- 

Р 
таемъ тогда намъ изв^ёстиою, когда знаемъ соотношен1е между коорди- 
натами точекъ на ней лежащихъ, т. е. когда знаемъ уравнен1е этой 
поверхности; ибо въ такомъ случа'Ь мы можемъ точка за точкой 

построить всю поверхность. Найдемъ поэтому уравнен1е поверхности, 

1 
на которой лежатъ концы лин1й длины /=, проведенныхъ вдоль по 

различнымъ осямъ (а, р,-^). Пусть х,у,^ будутъ координаты конца 
одной изъ такихъ лин1й; тогда очевидно: 

^==^.-со«а, ^/-^/^созр, ^-^.^.^со.^, 

откуда 

со8а = х|/Л, со8^ = 1/\/Н^ созуггг^; (214) 

подставляя эти величины въ (213), находимъ сл'Ьдующее уравнен1е 
поверхности: 

1 = Н^х' + Щу' -\- Н.^ - Щу^У^ - Щ^^х - Щ,ху , (215) 

которое представитъ эллппсоидъ , называемый э л л и п с о и д о м ъ 
инерц1и. Геометр1я учитъ, что съ измЬнешемъ направлен1Я прямо- 
угольной системы координатъ видъ уравнешя (215) не изм-Ьняется; 
а изм-Ьняется только величина коеффиц1ентовъ К и ^. Между различ- 
ными системами прямоугольныхъ координатъ, проходящихъ черезъ 
одну и туже точку О, мы можемъ выбрать такую, относительно ко- 
торой уравнен1е даннаго эллипсоида не будетъ содержать произведен1й 
координатъ. Въ такомъ случа'Ь оси координатъ совпадутъ съ глав- 
ными осями эллипсоида, коеффицхенты Лх, 1?у, Иъ обратятся въ нЬ- 
которыя К^, Н^, Н^, а коеффиц1енты ^ въ нули; уравнение же 
эллипсоида приметъ видъ: 

Щх^^ + Ну + Щ,' = 1. (216) 

Величины Н^, Н^, Щ очевидно представятъ моменты инерц1и 
около главныхъ осей эллипсоида. Эти моменты называются глав- 
ными, а ихъ оси — г лавными осями инерцги. Моменты дев1ацш 
около главныхъ осей инерц1и очевидно равны нулю. Если положен1е 
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и величина главныхъ осей и моментовъ ннерц1и извЬстны, то мо- 
ментъ инерц1н Н около оси образующей углы а,^,у съ главными 
осями будетъ очевидно: 

Н^ Я, 008^ а + ^^2 с^»' Р + ^^3 008^ 7 . (217) 

Интегральное исчислен1е даетъ способы производить алгебраи- 
ческое суммован1е безконечно большаго числа безконечно вшлыхъ 
слагаемыхъ въ выражен1и (208)'. 

Ниже приведены полученныя этими способами выражен1я для 
центральныхъ моментовъ инерц1и н^Ькоторыхъ однородныхъ т1:аъ. 



Т 1& л о. 



Ось I ^, 
момента. Моментъ инерщи. 



1. Сфера, рад] уса г 

2. Сфвроидъ; полярная полуось а, 

экватор, радтусъ г . . . 

8. Эдлипсоидъ, съ полуосями 
а, Ь, с 



4. Сферическ1й слой, съ вн'ёшн. и 
внутр. рад1усами г и г' 

I 5. Эдлипт. цилиндръ; длина 2а, 
поперечн. полуоси Ъ и с . 

6. Тоже 

I 7. Полый круглый цилиндръ; дли- 
на 2а, вн-Ьштй и внутрен. 
радтусы гиг' 



ВСЯК1Й 

д1аметръ 



поляр, ось 

ось 2а 

всяшй 
д1аметръ 

прод.ось2а 

поперечн. 
ось 2Ъ 



8т,г 

8тмг' 
15" 



I' 



I: 



' 15 ^ 



8. Тоже 



9. Прямоуг. параллелепйпедъ, реб- 

ра 2а, 2Ь, 2с 

10. Конусъ; высота 7^, рад]усъ г.. 



т мЪс (Р -т- с' ) 



к 



к 



ТиаЬс (Зс' -г 4а^ ) 



прод. ось 2(М^ т.а (г* — г^*) 1с 



поперечн. ! т.а 
д1аметръ. 



"{3(, 



г'*) 



ось 2а \ ^^^-^Аъ 

! 3 



ось Ь 



10 



Ъ 
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§ 17^ Неизменяемое движен1е свободнаго твердаго тЪла. 

Если свободное твердое тЬло движется безъ дМств1Я на него 
вн1>шнихъ силъ (по инерц1и), то величины, выражен1я которыхъ 
приведены въ § 45, остаются неизмЬннызп! во все время движенхя. 
Разберемъ кинематическое значеше ихъ постоянства. 

Неизм1^няемость величины и направлен1Я количества движен1я, 
то есть величины его слагающихъ 

ГуХш , г'уИт . г'уХ>ш . (218 ) 

указываетъ на то, что центрь инерц1и твердаго т1Ьла движется прямо- 
линейно и равномерно, или остается въ поко'Ь. 

Выражен1я (204) представляютъ слагающее моменты количества 
двйжен1я по произвольно выбраннымъ осямъ координатъ. Результи- 
рующШ моментъ, опред'Ьленный по этимъ тремъ слагающимъ, долженъ 
оставаться для всякаго времени однимъ и т'Ьмъ-же по величин'Ь и 
направленно, какъ-бы ни были выбраны для различныхъ временъ оси 
координатъ. Если мы будемъ относить движен1е точекъ тЬла посто- 
янно къ одн1Ьмъ и т'Ьмъ-же осямъ координатъ, то постоянство вели- 
чины и направлен1я момента количества движен1я обусловитъ оче- 
видно постоянство величинъ его проложен1й на однЬ и тЬже оси. 
Въ такомъ случаЁ каждая изъ трехъ величинъ (204) должна оста- 
вать во время движен1я неизм']Ьнною; но координаты центра пнерц1и 
ж, ;?/, ^, угловыя скорости 2^,^,^ около неизм1^нныхъ осей и коор- 
динаты точекъ т'Ьла х, у, ^ вообще будутъ изм'Ьняться со временемъ 
(см. § 15). Если мы будемъ относить движение къ осямъ коорди- 
натъ неизм1^нно соединеннымъ съ тЬломъ, то положен1е точекъ сис- 
темы относительно ихъ остается неизмЬннымъ, и величины ж, у, ^, 
^1 ?Д ^' будутъ однЬ и т'Ёл«е во все время движешя; следовательно, 
величины моментовъ инерц1и и дев1ац1и останутся постоянными: но 
угловыя скорости р, ^, г и проложен1я момента количества движен1я 
на наши изм'ёняющ1яся въ своемъ положен1и со временемъ оси коорди- 
натъ будутъ для различныхъ временъ различны. Т'Ьмъ не менЬе, опре- 
д1^ленный по упомянутымъ проложенхямъ результирующей моментъ 
будетъ для всякаго времени одинъ и тотъ-же. 

Начало неизм'Ьнно связанной съ т-Ьломъ системы координатъ вы- 
беремъ въ центр1Ь инертии, а направлен1я осей координатъ — по глав- 
нымъ осямъ инерц1и. Тогда мы будемъ имЬть: 
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^ ^ ^ ' (219) 

КройгЁ того, обозначая черезъ 2, Ж, 9^, проложен1я геометрической 
суммы моментовъ количествъ двпжен1я на выбранныя нами оси ко- 
ординатъ, мы получимъ для каждаго момента времени изъ (204): 

^=рИ,, Ш = <1Н^, д1==гН,. (220) 

Начало, около котораго берутся моменты 2, Ш, Ш не остается непо- 
ДБижнымъ въ пространстве, но движется прямолинейно и равном^Ьрно, 
при чемъ сл^Ьдовательно моментъ количества движешя подвижнаго начала 
(т. е. центра инерц1п) остается одинъ и тотъ-же относительно даннаго 
неподвижнаго начала. Но такъ какъ съ одной стороны, моментъ около 
неподвижнаго начала равенъ сумм1^ пзъ момента около центра инер- 
Ц1И и момента количества движен1я самаго центра инерц1и около не- 
подвижнаго начала (см. § 23, § 24), и этотъ посл'Ьдн1Й не изменяется, 
а съ другой стороны, долженъ оставаться постояннымъ весь моментъ 
количества движен1п около неподвижнаго начала, то следовательно, 
моментъ около подвижнаго центра инерц1и, определяемый слагающи- 
ми Й, 9К, 91, долженъ тоже оставаться неизм^епнымъ со временемъ. 
Если мы такимъ образомъ для каждаго времени будемъ проводить 
черезъ центръ инерц1и тела лин1ю, представляющую по величине, и 
направлен1ю моментъ (2,9)1,31), то эта лин1я должна оставаться са- 
ма себ1^ параллельною и одинаковою по длине во все время движен1я. 
Если мы обозначимъ черезъ М величину момента (2,9}^91), то оче- 
видно, 

М^ = 22 + 331' -г 9?^ (121) 

при чемъ М остается всегда одно и тоже, а величины 2, 99?, 91, бу- 
дучи проложен1ями длины М на изменяющ1я свое положен1е оси ко- 
ординатъ, тоже изм-Ьняются со временемъ. Обозначая дал1>е черезъ а> 
величину угловой скорости т-Ьла около оси, проходящей черезъ его 
центръ инерц1и, а чересъ а, 13, у — углы этой оси съ главными ося- 
ми инерщи, мы им'еемъ: 

2^ =:= со С08 а 5 ^ = (^} С08 > , г == со С08 у ^ 

и на основан1и (220) и (221): 

ЛР =::: СО^ (Я,^ СОВ^ а + Н^' 008^ 13 -^ Л,' 008^ у), (222) 

гд^е М есть данная постоянная величина. Углы момента М съ осями 
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инерц1и определятся для каждаго момента времени очевидно сл^дую- 
щимъ образомъ: 

008 (М,^) = ^ — 1 

М 



С08 (М ,^) = ^ = -^^^^ ^ ^3 

откуда видимъ, что ось вращения вообще не совпадаетъ съ постоян- 
нымъ направлен1емъ момента М: оба эти нанравлешя образуютъ меж- 
ду собою н'Ькоторый уголъ (М,ы), при чемъ очевидно, 

опя (М ,.) - -^1 С052 а _^ я, С08^ р + Яз со8-^ у 

\/Щ^ со8^ а + Л,^^ со8^ р + Я^^8^ у ■ '' 

Следовательно, вращен1е т*ла не можетъ вообще происходить около 
одной и той-же неизменной оси вращен1я, ибо въ такомъ случа* ли- 
Н1Я, представляющая направление и величину момента М, должна-бы 
была вращаться около этой оси, и не осталась-бы неизменною въ 
пространстве. Исключен1е можетъ быть, только когда со8(М,со) = 1, 
т. е. когда ось вращен1я совпадаетъ съ однимъ изъ моментовъ инер- 
Ц1И, или когда все три эти момента равны между собою. 

Кинетическая энерг1я неизменяемой системы, представляющая со- 
бою всю энерг1ю твердаго тЬла, выразится, при вышеопиеанномъ вы- 
боре начала и направлен1я осей координатъ, на основаши (206) сле- 
дующимъ образомъ: 

Т = 1, и^ + 0^ + Ш^} Ъп -^ ^рЩ + I С1Щ + I гЩ , (225) 

и представитъ собою сумму двухъ неизменяющихся со временемъ 
в-личинъ: кинетической энерпи центра инерц1и: 

Т<^ = 2(^'-г^' + ^'')^т (226) 

и кинетической энерг1и движен1я вокругъ центра инерц1и: 

Т = |(^;^Я, + 22^у^4-»-^Яз), (227) 

или: 

1^ = 2'^^^+2^'^+''^^>- (227)' 



но о 
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Такъ какъ скорость центра 1шерц1и остается иеизмЬнЕЮЮ, то такою- 
же остается и Т„: но съ другой стороны, должна оставаться постоян- 
ною величина Т: (•л1^довательио, Т тоже постоянно во все время не- 
изм'Ьняемаго движеи1я тЬла. Вводя величины со, а, |3, у въ (227), мы 
получим'ь: 

Т = ^ ы' (Я; С08''' а 4 II, соз^ ,3 + ^з с»^'-' у") . (227)" 

и, сравнивая затЬмъ выражен1я Ш\ со8(М,ы). Т. находимъ, что 

т. е. что проложен1е угловой скорости (отложенной конеч- 
но по оси вращешя) на направлен1е момента количества 
двйжен1Я остается во время движеи1я постояннымь. 
Поясшшъ геометрически значен1е выведенныхъ выше законовъ 
изм'Ёнешя угловой скорости и нанравлешя оси вращен1я при неизм1Ь- 

няемомъ движен1и твердаго ткла. Вообра- 
зпмъ себ1^ очерченный внутри тЬла цен- 
тральный эллипсоидъ инерц1и, который бу- 
деть очевидно вращаться вм'Ьст'Ь съ тЬ- 
ломъ около его центра инерц1и. Пусть ОЯ^, 
ОН,, ОЩ (рис. 76) будуть для даннаго 
времени положен1я главныхъ осей этого 
эллипсоида, ОЯ— положеше мгновенной оси 
вращешя т1^ла, образующей углы а, |5, у съ 




Рис. 76. 

осями инерщи. Тогда, на основашй § 46 



1 _ 1 1 

1 



(229) 



уравнен1е эллипсоида представится въ вид*: 

Ш^ он,' он,' 



или: 



(230) 



Щх' + 11-У 



■ Н^г' 
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Черезъ точку //, координаты которой, х^, у^, ^^, будутъ: 

х^ г:^ ОЯ.соз а , у^— 7)Н,(^ов 3 , ^^ - ОЯ.со8 у , (231 ) 

проведемъ къ эллипсоиду касательную плоскость, уравнение которой, 
какъ известно, будетъ: 

П,х,х + Н,г/,1/ + Н,^,^ ^ 1 ^^ ). (231)^ 



*) Уравнен1е всякой плоскости должно вообще имВть видъ: 

ах -)- 1)1/ -|- с^ =^ 6?. (а) 

Чтооы 9та плоскость касалась даннаго эллипсоида^ 

въ точкЬ (^x^.у^^^^)^ должно коеФФПц1енты а. Ь^ е. <1 опред-Ьдить по сл'Ьдующимъ 
усл<»в1ямъ. Такъ какъ точка касания прннадлежитъ въ одно и тоже время эллип- 
соиду (3) и плоскости {я}, то ея координаты должны удовлетворять обоим ъ ураи- 
нензямъ (а) и (,3)', сл-Ёдовательно: 

Кром-Ь того ВСЁ точки, лежащая въ плоскости (а)^ безконечно близко отъ точки 
касан1я, должны также принадлежать и эллипсоиду, ибо касательной плоскостью 
называется такая, которой безконечно малый плоск]й элементъ совпадаетъ съ 
таковымъ-же элементовъ эллипсоида. Следовательно, если мы вообразимъ въ пло- 
скости (а) некоторую точку, координаты которой отличаются отъ координатчэ 
-Ту^^Ух',2^ на безконечно малыя величины <^лт, д,у^ й^^ то должны им-Ёть: 

а {о\ 4- их) 4- Ь (,11, 4- Лу) + с {2, + ^0 '~ <^ 
и 

н, (л-, + ахт + щ {у, 4- йуу + щ {,, + ^^У =- 1. 

или, на основани! (у), и пренебрегая квадратами д^x'^. ^у*, е?^Л, которые безконечно 
меньше ихъ первыхъ степеней: 

аЛх 4" Ьйу 4" с(1^ -=^ О, 

2Н^х^ах 4- '^ЩУхс1у 4- 2Лз^4^,2^ :-- О . 

Такъ какъ второе изъ уравнений (о) должно им*ть м-Ьсто при всякихъ величи- 
нахъ с?а2, Ау^ й^^ удовлетворяющихъ первому, и наоборотъ, то умножая одно изъ 
уравнений (о) на совершенно произвольный множитель X и складывая его съ дру- 
гимъ уравнен1емъ, получаемъ: 

(ла 4- "^Щ^д ^^^ + О^Ь 4- *2 Д2«/|) Лу 4- (>с 4- 2^3-^1) ^^ = О, (О 

гд-Ь величины с1х^ ^у^ из могутъ быть разсматриваемы, какъ совершенно пронз- 
вольныя и независимый другъ отъ друга величины, если множитель X будетъ 
опред'Ёленъ такъ, чтобы одинъ изъ коеФФиц1ентовъ при йх^ д>у или й^ обращался 
въ нуль (Сравн. § 42, (83})-, вследствие этого заключаемъ, что 

ка 4- 'гщх^ '^ О, \ъ 4- 2^22/, :-^ 0^ и + 2^3^, г- О 

и что ураБнен1я (у) превратятся въ 

2Н,х,' + 2Н,у,' 4- ЗЛз-^,^ ^^-^ -- Ы, и Д\х^^ + Щу,' 4" ^3^1' - ^^ 1 , 
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Длина перпендикуляра 01\ изъ начала координатъ на плоскость 
(231), будетъ 

Ш = --===^^====^ , (Сравн. § 43, (115)) 

или, на основан1и (231) и (229): 

^._ УНг со8^ а + Я, со8^^ + Щ соз^ Т ^ У^ . (-232) 

" ]/Я12 СОЗ^а + Я^^ С08^ + Яз' ^08^ у М 

Еосинусъ угла между ОР и ОЯ будетъ очевидно на основан1и (229): 

011 
ОР 



С08 (_ОР,(Л) = С08 ТОН= ^~ 



всл'Ьдствхе чего, по (224): 

С08 (0Р,М1 = С08 (М,со), (234) 

откуда заключаемъ, что направленхе лиши ОР должно совпадать съ 
направлен1смъ момента количествъ движен1я. Сл'Ьдовательно, длина 
лиши ОР (см. 232) остается неизм1^нной, а ея положен1е въ про- 
странств'Ь— само себ1^ параллелънымъ во время неизм1^няемаго дви- 
жен1я твердаго т'Ьла или, что все равно, его эллипсоида инерщи. 
Точно также остается всегда сама себ1^ параллельна и плоскость 
(231)', которой касается эллипсоидъ инерцш. Очевидно также, что 
касательная плоскость, проведенная черезъ противоположный конецъ 
оси вращешя, будетъ параллельна плоскости (231)' и на такомъ-же 
разстояши отъ центра. Такимъ образомъ, неизменяемое движен1е 
эллипсоида инерц1и состоитъ въ томъ, что онъ посл'Ьдовательно раз- 
ными своими точками касается нЬкоторыхъ двухъ параллельныхъ 
плоскостей, движущихся въ пространств^^ равном'Ьрно и параллельно 
самимъ себ1^, притомъ касается такъ, что разстоян1Я его центра отъ 
упомянутыхъ плоскостей остаются одни и тЬже, при чемъ д1аметръ 
эллипсоида, проходящШ черезъ об1^ точки касан1я, служитъ мгновен- 



откуда видимъ, что X = — 2, и уравнен1е касательной плоскости, 
обращается въ 
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иою осью вращен1я. Сл1>довательно, осями вращешя во время движе- 
н1я п(зребываютъ всЬ т1^ Д1аметры, касательныя плоскости черезъ 
концы которыхъ находятся на одномъ и томъ-же разстоян1и отъ его 
центра; положешя въ пространстве этихъ д1аметровъ будетъ таково, 
что упомянутое разстоян1е пр1йдется всегда направленнымъ парал- 
лельно одной и той-же лин1и. Подобныхъ д1аметровъ можно найти 
внутри эллипсоида инерц1и безконечное множество, и вс1Ь они обра- 
зуютъ собою поверхность нЬкотораго конуса, неизм'Ьнно связаннаго 
съ тЬломъ. Этотъ конусъ представить собою катящ1йся конусъ К, 
описанный въ §12. Катящ1Йся конусъ, пересекаясь съ эллипсоидомъ 
инерцп!, образуетъ на этомъ посл1^днемъ кривую, называемую по- 
лод1ею, (ро1Ьос1о8), которая представляетъ собою сл'Ьдъ на эллип- 
соиде мгновенньцъ подюсовъ вращен1я или точекъ соприкосно- 
вен1я эллипсоида съ неизм1^нною по направлен1ю плоскост1ю. Неиз- 
м'Ьнный конусъ X, описываемый въ пространств^^ последователь- 
ными мгновенными осями вращен1я около лин1и ОР, будетъ переме- 
щаться въ пространств'е параллельно самому себ'е, не изм^еняя своего 
положен1я относительно плоскости ТТ, Точки его перес^ечешя съ 
ПЛ0СК0СТ1Ю ТТ образуютъ кривую, называемую эрполод1ею (Ьег- 
ро1110(1о8), которая представляетъ собою сл1Ьдъ мгновенныхъ полю- 
совъ вращешя на неизм'енной плоскости. Во время движен1я после- 
довательный точки полод1и совпадаетъ съ посл1^довательными точ- 
ками эрполод1и. 

Пусть X, у, 2 будутъ координаты одной изъ точекъ полод1и. 
Такъ какъ эта точка лежитъ на эллипсоид* инерц1и, то ея коорди- 
наты должны удовлетворять уравнешю этого эллипсоида, 

Н^х'' + Щу' + Н,^' = 1 ; (235) 

съ другой стороны, разстоян1е касательной плоскости къ эллипсоиду 
черезъ точку (ж,^,^) отъ его центра должно быть равно данной по- 
стоянной длин1Ь ОР, сл1^довательно (по (231)): 

Н,'х' + Н,'г/' + Щ^^ = ~ . (236) 

Всякая точка, координаты которой удовлетворяютъ урр. (235) и 
(236), будетъ принадлежать полод1и. Упомянутыя урр. представятъ 
полод1ю, какъ лин1ю пересЬчешя двухъ эллипсоидовъ (235) и (236), 
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описанныхъ около общаго центра, и напраБлен1я осей которыхъ сов- 
падаютъ. ДЪля уравнен1е (2Н5) на ОР^ и вы^^итая его пуъ (23()), 
мы находимъ: 

//, [Н, ~~-.^^)оо'^ Н'■^I,~~ :-!==-) у'^.-НЛ (237) 

Такъ какъ точки полод1и очевидно удовдетворяютъ уравнен11о (237), 
то это последнее, вмЬстЬ съ ур. (235), тоже будетъ опредЁлять по- 
лодию, представляя ее, какъ лпшю пересЬчен1я эллипсоида (235) съ 
конусомъ (237), вершина котораго лежитъ въ начал1^ координатъ. Если 

Н,<П,<}],, (238) 

то легко вид'Ьть, что 

щ<ОР^<ц^ Н,>^>Н, (239) 

т. с. что длина ОР лежитъ между величинами наибольшей и наи- 
меньшей полуосей эллипсоида инерхци. ДМствительно, написавъ два 
урр. {ТЩ и (223): 

' (260) 

мы выведемъ изъ нихъ: 

Н, (К, - Н,) ф + Яз (Яз - л,) и .= ЛР -^ 1Ш, , 

Я, (Яз — Щг + Щ (Яз - я,) (1^ ^2ТЩ — Ш" , 

откуда, на основании неравенствъ (238), заключаемъ, что такъ какъ 
лЁвыя части должны быть положительными, то необходимо будетъ 

2ТЯз > М^ > 2ТН, , 

или (242) 

1 2Т Л_ 
В] ^ ЙР "^ И, ' 

откуда, на основаши (232), слЬдуетъ неравенство (239). Такимъ об- 
разомъ мы видимъ, что въ ур. (237), представляющемъ подвижный 
конусъ осей, первый коеффиц1ентъ всегда отрицательный, а посл'Ьд- 
н1й положительный; средн1й-же можетъ вообще быть и положитель- 
ньшъ, и отрицательнымъ. 
Если 

0Р'>4г. ^о Н, — ^>о\ (243) 

Я/ ' ор2 ^ 
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и ур. (237) представляетъ некоторый конусъ, охватывающ1й ось 
.х'-овъ, т. е. большую полуось эллипсоида инерц1и, въ чемъ легко 
убедиться, ища перес'Ьчен1е конуса съ какою пибудь плоскост1Ю, 
х-=а. перпендикулярною къ оси ^г-овъ; д'Ьлая въ уравнен1и (237) 

х=г-а, мы получаемъ между координатами 
у и ^ уравнен1е эллипсиса, центръ кото- 
раго лежитъ на оси ^-овъ, а полуоси па- 
раллельны осямъ ^-овъ и ^-овъ. Такого 
рода П0Л0Д1Я представится на (рис. 77) 
одною изъ кривыхъ а', а", а'", при чемъ 
другой конецъ Д1аметра опишетъ одну изъ 
такихъ-же кривыхъ въ противоположиомъ 
направлен1и, на противоположной сторон Ь эллипсоида инерцти. 
'Если 




0Р'< 



Я/ 






(244) 



и ур. (237) представитъ конусъ, охватывающ1й ось ^-овъ, т. е. мень- 
шую полуось эллипсоида инерц1и. Полод1ею будетъ въ такомъ слу- 
чае одна изъ кривыхъ у', 7", Т'". 



Если 



ОР': 



то Яо 



ОР' 



^0, 



(245) 



Н,)\ 



(246) 



и ур. (237), обращаясь въ 

X [^ ^/Яз(Яз~я^ - X г/Щ^ -"я^]::^- о, 

представитъ дв'ё перес'Ькающ1яся по оси ^-овъ плоскости, которыхъ 
перес'Ьчеше съ эллипсоидомъ даетъ два эллипсиса р и Р'. Въ такомъ 
случа'Ь конецъ оси вращешя описываетъ или кривую |3бр, или кри- 
вую Р'&р'. 

Наконецъ, если въ случа'Ь (243) кромЁ того --:=^ ~ Я^ , то 

ур. (237) обращается въ 



ОР' 



которое можетъ только удовлетворяться величинами 

^/ = О и ^ пг О ^ 



(247) 
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и сл1^довательно иредставитъ ось ховъ. Бъ такоугь случа!^ полод!л обра- 
щается въ одну точку — конецъ большей оси эллипсоида пиерц1![, котораа 

и будетъ неизм^Ённою осью В])аии^ни1. Если въ случа!^ (244) кромЁ того 

1 
-— :гг-— Д'з, ТО легко В11д1^ть так/ке, что конусъ (237) обращается въ 

Н, (Яз - Н,) х' -^ II, (Н, ~ Н,) }/ ^г о , (248) 

представляя ось -з'-овъ. Въ такомъ случа1^ 110лод1я опять обращается 
въ точку, II неиззгКнною осью вращеи1я д1^лается меньшая полуось 
эллипсоида. 

Если два как1е ппбудь изъ трехъ главныхъ вюментовъ инер1пи 
тЬла равны между собою, то эллппсоидъ инерции превращается въ 
эллипсоидъ вращен1я около большой или малой оси: катящ1йся ко- 
нусъ д1->лается круглымъ и охватываетъ ось симметр1и фигуры; по- 
ло д1и представятся параллельными кругами вокругъ оси симметр!]!, 
и эллипсисы |3, (3' сольются въ одинъ экватор1альный кругъ. Если 
вс1^ моменты инерц1и равны между собою, то, по (224), всегда 
сов (М,со) =—: 1, и всяк1й Д1аметръ шара инерц1и можетъ быть не- 
изм1^нною осью вращен1я: полод1я тогда обращается всяк1й разъ въ 
точку, соответствующую концу данной оси вращен1я. 

Вращен1е около неизм1^нной оси, которая должна совпадать съ 
одною изъ осей инерц1и, можетъ быть устойчивымъ или не- 
устойчивымъ, какъ это легко можно заключить изъ формы ио- 
лод1й. Действительно, если тЬло вращается но инерц1и около большей 
нли меньшей изъ осей инерц1и и какая нибудь причина отклонитъ весьма 
мало угловую скорость отъ этихъ направлен1й, предоставивъ зат1>мъ 
тЬлу снова вращаться по инерц1и, то при новомъвращен1и конецъ откло- 
ненной оси можетъ описывать весьма малыя замкнутыя полод1и а или 
у вокругъ прежняго положен1я оси вращен1я, и дальнейшее откло- 
нен1е оси вращен1я отъ нервоначальнаго ея направлен1я очевидно не 
превыситъ нЁкотораго весьма малаго угла. Но если ось вращен1я бу- 
детъ отклонена весьма мало отъ ея совпаден1я со среднею осью инер- 
Ц1И, то только изъ ноложен1й /1%й; она можетъ (рис. 77) возвратиться 
опять къ совпаден1Ю съ этою осью инерц1и: изъ положен1й г, г, она бу- 
детъ отъ него удаляться бол1>е и бол1^е, пока не совпадетъ съ осью 
11нерц1и въ противоположномъ наиравлен1и; а изъ промежуточныхъ по- 
ложен1й, въ углахъ гЬк и кЫ, она начнетъ описывать разширен- 
ныя П0Л0Д1И около большей или меньшей полуоси. Поэтому средняя 
ось инергЛи называется и е у с т о й ч и в о ю с в о б одною о с ь ю в р а- 
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щ е н 1 я, а болр>шая и меньшая ом1 — у с т о й ч и в ы м и свободными 
осями вращен1я. Если вс1Ь оси инерци! равны, то вс^Ь он1; устой- 
чивы. Если ДВЕ оси инерц1и равны между собою и эллипсоидъ инер- 
Ц1И представляется эллписоидомъ вращен1я, то легко вид1^ть, что 
ось симметр1и будетъ устойчивою осью, а оси ей перпендикулярный, 
"ХОТЯ и будутъ вс'ь свободными осями, но неустойчивыми. 



§ 48^ Из!V1^нен^е Д8йжен[я сзободнаго твердаго т-Ьла. 

Д1^йств1е приложенныхъ силъ на свободное твердое т1Ьло со 
стоитъ въ изм1^нен1и двнжен1я его центра инерцги и въ изм^Ёнен1и 
момента количества движен]я около его центра инерц1и, т. е, въ 
измЁнен1и того вращен1я около центра инерц1и, которое им^Ьло-бы 
м-Ьсто, еслп-бы твердое т1.ло двигалось по инерц1и. ВслЬдствхе неиз- 
меняемости взаимнаго положен1я матер1альиыхъ точекъ, составляю- 
щихъ идеальное твердое тЬло, упомянутыя измЬнен1я будутъ един- 
ственный, как1я приложенный силы могутъ произвести, ибо части 
приложенныхъ силъ, направленный по взаимнымъ разстоян1ямъ то- 
чекъ неизм'Ьняемой системы будутъ, всл1Ьдств1е услов1й неизм^Ёняе- 
жости, взаимно уравнов1^шены во все время движен1я. 

Изм'Ьнен1е движен1я центра инерц1и происходитъ такимъ обра- 
зомъ, какъ если-бы сила, равная геометрической сумм'Ь вс^Ьхъ при- 
ложенныхъ силъ, д1^йствовала-бы на матер1альную точку, съ массою 
равною масс^Ё всего даннаго твердаго т^Ёла (см. § 31). Сл-Ьдователь- 
но, если вс'Ь данныя силы приложены непосредственно къ центру 
инерц1и твердаго т1^ла, то он'Ь обусловятъ только изм'Ьнен1е движе- 
шя этого центра, не имея вл1ян1я на вращеше. Въ такомъ случа1^ 
моментъ приложенныхъ силъ около центра инерц1и будетъ нуль. Въ 
протпвномъ случать рядомъ съ упомянутымъ изм'Ьнен1емъ произойдетъ 
и измЬнен1е вращен1я. Это посл1^днее характеризуется изм^Ьнен1емъ 
момента количествъ движен1я системы около движущагося центра 
иыерц1и, и измеряется моментомъ приложенныхъ силъ около той-я^е 
точки. 

Движен1е центра пнерц1и твердаго т1^ла совершается по зако- 
намъ, изложеннымъ въ предыдущихъ главахъ, какъ движен1е мате- 
риальной точки, и независимо отъ того, принадлежитъ-ли этотъ центръ 



308 Глава III. В) Кинетика твердаго тъла. § 4& 

инерц!!! твердому т1;лу\ или какой-либо иной системе матер1алы1ыхъ 
точекъ. 

Чтобы легче представить шгЬ пз1\гЬнен1е вращательнаго движе- 
Н1Я, разсмотримъ сначала дЁйств1е на твердое тЬло силъ мгновен- 
ныхъ. Это дМств1е будетъ вполн-Ь опред1>лено, если даны по вели- 
чин]Ь и направлен1ю геозгетрическая сумма имиульсовъ, приложен- 
ныхъ къ разнымъ точкамъ твердаго т'Ьла, и геометрическая сумма 
моментовъ этихъ импульсовъ. Посл1^дняя изъ упоманутыхъ величинъ 
обусловитъ изм'Ёнен1е вращательнаго движеи1я, а именно будетъ равна 
но величин^Ь и направлен11о приращен1Ю геометрической суммы момен- 
товъ количества движешя точекъ твердаго т'Ьла, т. е. приращен110 ве- 
личины, опред^^ленной въ предыдущемъ параграф'Ё слагающими 2, Ж, Зи 
Сл'Ьдовательно, если X, Ж, Л^ будутъ представлять слагающ1Я по глав- 
нымъ осямъ инерц1и момента импульсовъ, а 2^^ и Й, 31?^^ и Ж, и т. д. — 
соотв'Ьтствующ1я величины до дЁйств1я импульсовъ и ПОСЛЕ опаго, 
то (сравн. § 31): 

Х^2--й,, Ж^^аК-Ж,, Ж:=9е--9г,. (249) 

Если Т1&Л0 первоначально въ покоЬ, то очевидно: 

ЙГГ..1., Ж = Ж, 9г:з:=:У, (250) 

и, на основан1и предыдущаго параграфа, мы можемъ непосредственно 
представить себ'Ь движете, сообщенное тк^у даннымъ моментомъ 
импульса. Действительно, если даны направлен1е и величина момента 
импульса, то урр. (250) и (220) сейчасъ-же даютъ положен1е мгно- 
венной оси вращен1Я и величину скорости вращен1я. Геометрическое 
построен1е, определяющее положеше мгновенной оси вращен1я, оче- 
видно будетъ состоять въ томъ, что, проведя черезъ центръ инер- 
ции прямую въ направленти даннаго момента импульса, мы построимъ 
касательную плоскость къ центральному эллипсоиду инерц1и даннаго 
тела такъ, чтобы эта плоскость была перпендикулярна къ упомяну- 
той прямой; тогда Д1аметръ эллипсоида, проходящ1й черезъ точку 
касан1я, совпадетъ съ мгновенною осью. Что касается до угловой 
скорости со, то, на основан1и (227): 

2Т 



-/ 



гд'Ё Н егть моментъ инерц!)! около оси вращен1а, или по (229): 

со=0"Я|/2Т, (252) 
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тд1^ ОЯ есть длина полуд1аметра эллипсоида инерц1и черезъ точку 
касан1я, и |/2Т, тоже на основан1и (232), получается изъ построе- 
Н1Я такъ, что (рис. 76) 

|/2Т:г= ОР.М. (253) 

Дальн^Ьйшее движение совершается по инерц1и, какъ описано въ предъ- 
ндущемъ параграф'Ь; т. е. эллипсоидь йнерц1и, при неизм^Ьнномъ раз- 
стояши своего центра отъ упомянутой выше плоскости, касается ея 
постоянно точками соответствующей полод1п. 

Если твердое т'Ьло обладаетъ уже н^Ькоторымъ вращательнымъ 
движен1емъ въ моментъ д1и1ств1я импульса, то мы должны очевидно 
прежде всего построить геометрическую сумму моментовъ, первона- 
чальнаго (йо,^)?^,??^) и прибавочнаго {^,М,N). Направлеше найден- 
ной суммы должно быть перпендикулярно къ плоскости касан1я эллип- 
соида инерц1и. Зат'Ёмъ, для нахожден1я величины и наиравлен1я мгно- 
венной угловой скорости, тотчасъ послЬ дЬйств1я импульса, повто- 
ряемъ предыдущее построен1е, при чемъ уже очевидно: 

Ш' = (2, + Ь? + (Ж, + Ж? + сЭг, + Щ\ (254) 

Иначе, мы можемъ сд'Ьлать отд1^льно два построен1я для момента 
(^о^^^оДо) ^^ момента {^,М,N), и затМъ сложить геометрически 
найденный угловыя скорости, представленныя прямыми лин1ями, со- 
образно съ §13. Д'Ьйствительно, обозначая черезъ ^)о,^9',^р. . . и т. п. 
слагающ1я по главньтмъ осямъ инергци (при одномъ и томъже ихъ по- 
ложен1И въ пространств1^) угловыхъ скоростей, соотв'Ьтствующихъ 
жоментамъ 

(,2,,Ж,,ЭД), (ЦМ,Ж), (2,3}г,ЭД1, 

мы, на основан1и (220), находимъ, что 

%=Ро^1^ ^=Р'Н^, 2г^|)Я1 и т. Д.; 



а такъ какъ 



то 



2-Й,-гХ, 



Р=Ро-ГР'^ ^==^0 + ^', г=^г^ + г', (255) 

откуда И заключаемъ, что угловая скорость (р,^,^) есть геометри- 
ческая сумма скоростей (^^о'?о^^^о) " (^>^?^^'')• 

Если мы представимъ себЬ импульсы безконечно малыми по ве- 
личин'Ь и повторяющимися черезъ безконечно малые промежутки вре- 
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мени, то мы лерейдемъ къ случаю непрерывно дЬйствующихъ силъ 
и непрерывнаго изм1^11С1Йя двпжен1я твердаго т1^ла. При этомъ мо- 
ментъ количества движения М остается неизм1^ннымъ по величин'Ё и 
направлению только въ течен]и элемента времени (Л, и сл1>дователъ- 
но, только въ продолжен1и времени сИ эллипсоидь инергии соприка- 
сается съ неизменною плоскост1ю, а конецъ оси вращен1я перем1Ь- 
шается по соотв'Ьтствующей полод1и. Для сл'Ьдующаго элемента вре- 
мени плоскость соприкосновен1я и полод1я оудутъ друпя. 

Пустъ Ь, М, N оудутъ слагающ1е моменты приложенныхъ силъ 
а (Ш.гШ.сШ — безконечно малыя прпращешя слагающихъ моментовъ 
количества движен1я. Тогда 

Й2 == Ы1 , (Ш = МсИ , ■ сШ -г= ]^(и . (256) 

м если ф, с1(}, (1г будутъ обозначать приращен1я слагающихъ угло- 
выхъ скоростей, то очевидно: 

Щс1р = ии , Н^сЦ =:= ЪШЬ , НЛг ^ ШЬ , (257) 

при чемъ ф, с?д, с1г суть так1я приращен1я слагающихъ угловыхъ ско- 
ростей, как1я им1^ютъ м'Ьсто независимо отъ приращен1й т1Ьхъ-же 
величинъ, существующихъ всл'Ьдствте продолжающагося движек1я по 
инерщи; сл^Ьдовательно, полныя приращен{я получатся, какъ сумма 
первыхъ и носл'Ёднихъ. Такимъ образомъ мы им-Ьемъ возможность 
вычислить повороты даннаго твердаго т'Ьла для каждаго безконечно 
малаго элемента времени, и, зная способы суммован1я безчислен- 
наго множества безконечно малыхъ перем'Ёщен1й, съум1>емъ найти 
повороты, происходящ1е въ течен1и конечныхъ промежутковъ времени. 

Если ЛМ будетъ обозначать геометрическое приращен1е момен- 
та М въ течен1И элемента времени (И, а М будетъ величина момен- 
та приложенныхъ силъ, обусловливающихъ упомянутое приращена, 
то, какъ изв^Ёстно, направлен1я АЛ! и М совпадаютъ другъ съ дру- 
гомъ, и кромЁ того: 

Л31 ^ Ы\аь . (258) 

Пусть ОМ представляетъ (рис. 78) 

величину М и ЖЖ'— величину АМ; тогда 

ОЖ' представитъ геометрическую сумму 

~^/ М -\- аМ. Но моментъ АМ мы можемъ то- 

^^^^' ^'^' же представить, какъ геометрическую сум- 
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му двухъ зюментовъ МЪ и ЪЖ, изъ которыхъ первый, совпадая съ 
ОЖ,' обусловливаетъ только из>гЁнен1(з величины этого посл'Ьднлго и 
можетъ быть разсматриваемъ, какъ безкоиечно малое алгебраическое 
ириращеи1е сШ момента М. Безконечпо малый моментъ ЪМ\ прила- 
гаюсь перпендикулярно къ М, изм1>няетъ направлен1е его на уголъ 
(17.. Такъ какъ по безконечной малости 6Ж' мы можемъ принять эту 
линш за дугу круга, описаннаго рад1усомъ ОМ или 0М\ то заклю- 
чаема», что 

Ш'гггМйХ (259) 

и что прибавление момента Мб?/, измьняетъ только направлен1е мо- 
мента М, не им1оЯ вл1ян1я на его величину. Такимъ образомъ мы 
находимъ, что 

Слагающ1я момента М, направленный по ЖЬ и ЬМ^ будутъ оче- 
видно 

МсОЗб и М 8111 6, 

гд1^ 6 есть уголъ между М п М. Сл'Ьдовательно: 

(Ш ^ М соз 6 М п ЪиТ/. гг= М 81п 6 си . (2^1) 

Последнее уравненте показываетъ также, что уголъ й7^ поворота мо- 
мента будетъ, при одн'Ьхъ и т1Ьхъ-же силахъ, т1;мъ меньше, чёмъ 
больше вращаемый моментъ М. 

Относительное положен1е момента М и оси вращен1я опред'Ьляется 
касательного плоскост1ю эллипсоида инерц1и, къ которой М перпендику- 
лярно, при чемь ось вращен1я проходитъ черезъ точку касан1я. Если 
слЁдовательно направлен1е момента не изм-Ьняется, то относительное 
положен1е оси вращен1я остается одно и тоже для каждаго соприко- 
сновен1Я эллипсоида инерц1и съ неизм1^нною плоскост1ю, какъ въ 
случа'Ё вращен1я по инерц1и. Но угловая скорость вращен1Я будетъ 
уже другая, а сл'Ьдовательно и движен1е оси вращешя въ простран- 
ств-Ь — тоже другое. Такъ какъ разм1Ьры и форма полод1и, по ур. 
(237), опред1^ляются величиною ^Р, т. е. длиною перпендикуляра 
изъ центра инерц1и на неизм1энную касательную плоскость, то въ 
данномъ случаЁ, при одномъ только изм1Ьнен1и величины М, когда 
длина бР остается неизм'Ьнною, конецъ оси вращен1я будетъ опи- 
сывать на поверхности эллипсоида инертци туже кривую, какъ въ 
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случа1> движен1я по инерцпк но скорость движен1Л полюса по упо- 
мянутой поверхности оудеть пная, вслкдств1е изм1^нен1я угловой ско- 
рости вращен1я: следовательно, полод1я оудеть совпадать посл1Ьдова- 
тельно съ неизагЁнной касательной плоскост1ю въ иныхъ точкахъ. 
нежели въ случа'Ь движен1я по инерцп!: т. е. эрполод1я не оста- 
нется одна и таже. 

Что касается до алгебраическаго безконечно малаго приращен1я 
г/со величины угловой скорости, соотв1^тствующаго прпра1цен1ю сШ 
вюмента, то мы найдемъ непосредственно изъ (227)': 

г/Тгзсог/соЯ, (262) 

гд1^ (ГТ есть соответствующее приращен1е кинетической энерг1и, а 
Н — моментъ инерц1И около оси вращен1я, который не изменяется при 
увеличенп! момента М, всл1Ьдств1е того, что углы (гШ//ш ) и (М,(д)) 
одинаковы. При этомь б^со обозначаеть опять излишекъ приращен1я 
величины со противъ того приращен1я, которое имело-бы мЬсто при 
продолжающемся движен1и но инергии. Съ другой стороны, прираще- 
Н1е кинетической энерг1и (П\ на основан1и § 33, равно работ-Ь, про- 
изведенной въ соотв'Ьтствующ1й промежутокъ времени приложенными 
силами, или въ нашемъ случае — парою Мсозб. Если ^, М, N суть 
слагающ1я по осямъ координатъ некотораго момента силъ с^Иэ, то. по 
§ 39, работа силъ, опред1Ьленныхъ упомянутымъ моментомъ, при без- 
конечно малыхъ вращен1яхъ йа, й|5, йу твердаго тела около осей ко- 
ординатъ, будетъ 

Ы(1 + Жбф -+- Nс^-( , (263) 

или такъ какъ, въ случае движен1я въ течен1и времени сЛ съ угло- 
выми скоростями р, </, г, очевидно 

то приращен1е кинетической энерг1п ^Т, обусловленное работой (263), 
будетъ 

йТ^ {Ьр + Жд -^ Лт) сИ ; (264) 

но легко виднеть, что 

Ьр + М^ -р N^ г= сосТ-Ь соз (о1Ь,а} ) , 

всл'едств1е чего вообще 

йТ^~^ со сИ-) С08 (ДЬло) с11 . (265) 



§ 48 
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В13 



Прилагая предыдущи! выводъ къ разсматриваемому нами случаю, гдЬ 

очевидно 



: М С08 6^^ = С?М , 

008 (с'1ь,о^) =:^ ео8 (М.о)) , 



(266) 



мы находим ь, что 



г?Г^-г--сосо8.(М,со)гШ . 
Сравнивая это выражеше съ (262), находимъ: 

или, на основан1и (227) и (228): 

с?со с/М 



(267) 



(2б8_; 



(269) 




Рис. 79. 



СО М 

Слагающ1н моментъ ЬШ (рис. 79) при- 
ращен1я ДМ, изм^Ьняющ!!! только направ- 
лен1е момента М на уголъ с^Х., разобьемъ 
"м^ опять на два момента: Ъс, лежащ1й въ плос- 
кости момента М и оси со, и сШ, перпен- 
дикулярный къ упомянутой плоскости. Если 
ср будетъ уголъ между ММ^ и плоскост1ю 
угла (М,со), то 

ЬС ^--:= ЪШ С08 9 и сЪ!^::^- МШ ш\ 9 , (270) 

и, на основанш (259): 

Ьс ==: М С08 9 СХ/. , С Ж' ==-- М 8111 9 ^ А ^ (280) 

Такъ какъ уголъ между направленхемъ момента сМ и осью вращен1я 
по УСЛ0В1Ю прямой, то, на основан1и (265), заключаемъ, что работа 
соотв1^тствующихъ силъ равна нулю, и что кинетическая энерг1я дан- 
наго твердаго т'Ьла не изменяется, если моментъ приложенной пары 
всегда перпендикуляренъ къ плоскости оси вращен1Я и момента ко- 
личества движен1я. Но если величины М и Т во время разсматри- 
ваемаго движён1я останутся постоянными, то, на основанш (232), не 
должна также изм1^няться длина перпендикуляра ОР изъ центра 
инерц1и на касательную плоскость, проходящую черезъ конецъ оси 
вращен1я. Сл1^довательно, полоида, определяемая урр. (235) и (237), 
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останется таже, какъ для случая дв1гжен]я по 11нерц1и; т. е. нллшь 
соидъ инерци! будетъ прикасаться къ подвижной плоскости т1>ми-жо 
своими точками, какими опъ прикасался-бы къ неподвижной, и каса- 
тельная плоскость будетъ перем1^щаться въ пространствЬ вм'Ьст'Ь съ 
эллипсопдомъ инерхии такимъ обра;^омъ, тто движеи1е этого послЬд- 
ннго относительно плоскости останется тЁмъ-же, какъ въ случаЬ 
движен1я по инерц1и; но ноложен1е эллипсоида пнергии въ простран- 
стве будетъ очевидно изм1>нятся иначе. 

Наконецъ, приращеи]е энерг1и, обусловливаемое слагающимъ мо- 
ментомъ Ъс, будетъ 



или, такъ какъ 



(1Т — - со ео8 ( />с.со) . Ъс , 

С08 (&с,со) - = 8!П ( М со) : 
ЛТг~ со . 81п (М,со ) . М С08 ^ б?/. . (281) 

Длина перпендикуляра ОР при этомъ тоже иумЬняется, и сле- 
довательно, измЁняется та кривая, которую полюсъ привращен1е описы- 
ваетъ на поверхности эллипсоида инерц1И. Называя лрпращен1е длины 
ОР черезъ (10Р, мы легко напдемъ изъ ур. (232), что 

7^т> 7 .л гл '^^^ со 8111 ( М ,(0 ) ,,. ^^ . . 

ОР ,с10Р^ ",- _^ -^ -^ ео8 9 . ^/. , (282) 

или такъ какъ, по (252) и (253), 

согг^ОЯ.ОР.М 

и такъ какъ (рис. 7()) 

ОЯ8]п(М,со)г^РЯ, 

то 

йОРг^^РЛ. созфбгХ . (283) 

Полное приращен1е кинетической энерг1и вращен1я, обусловли- 
ваемое приращен1емъ момента АМ, будетъ равно суммЬ нриращенШ 
(267) и (281), т. е. 

с1Т^ со С08 (М,со) ЙМ + со . 81п (М,сд^) . М С08 ф . б^Х. , (284) 

или вообще въ другомъ вид'Ь, на основан1и (265): 

аГ=- со С08 (Ш,со) ЛМ , (284) 



§ 4:9 Глава III. В) Кинетика твердаго тъла. 315 

причемъ очевидно, кинетическая энерг1я не изменяется, если прира- 
щеше ЛМ перпендикулярно къ оси Еращен1я. 



§ 49^ 06щ1я уравнения движен1я свободнаго твердаго т^ла. 

Мы вид^Ьли въ § 30, (93), что уравнен1я движен1я системы 
матер1альныхъ точекъ получаются изъ услов1я равнов'Ьс1я потерян- 
ныхъ силъ. Сл'Ьдовательно, вводя въ уравнен1я равнов1^с1я свобод- 
наго твердаго т-Ьла ((15), § 39) на место слагающихъ X, ]Г, ^при- 
ложенныхъ силъ слагающ1я 

X — г/г^х , У — шд^ , ^? — тд,, 

потерянныхъ силъ, гд-Ь дх, д^, дъ обозначаюсь слагающ1я ускорен1я 
соотв'Ётствующей точки твердаго т'1>ла, а ш — массу этой точки, мы 
получимъ сл1^дующ1я уравнен1Я движен1я: 

1:Х =-. Ъпд:, , 1 7 ггг Ъпд^ , 1^ = Ъпд^ (285) 

2 ( У^ — 2у) --^ У.т (д^2 ~ д,у) , 

^: {2х — Х^] --- ^т [д^х — д,^) , (286) 

- {^У — У^) = ^'^^^ {9хУ — д^х) , 
гд^Ё алгебраическ1я суммы берутся но всЬмъ приложеннымъ силамъ, 
съ одной стороны, и по вс'Ёмъ точкамъ системы— съ другой. Но вы- 
ражен1я (88) (§ 14) намъ даютъ: 

. , с1г (1<1 г о 

^х -^Зх-тУ ^^ — ^ :^ + (рх + дгд + Г2)р — ых , 

д. = ^. +^~си ~у~си ~^ ^^^^ "^ ^^ "^ ^^^ ^ ~ ^"^ ' 

гд1^ ^x,^V,^2. суть ускорен1я поступательнаго движешя; разности, за- 

.. с1р с1а с1г 
ВИСЯЩ1Я отъ угловыхъ ускорен1й -^- , -~ — суть слагающ1я 

тангенц1альныя ускорен1я вращательнаго движешя, и наконецъ осталь- 
ные члены, зависящ1е отъ угловыхъ скоростей — слагающ1Я центро- 
стремительныхъ ускорен1й. Подставимъ теперь выражен1я (287) въ 
(285) и (286); введемъ обозначен1я Ь, 31, N. Л, В, С ((И), § 40); 
оси координатъ выберемъ, какъ въ § 45, т. е. неизм'Ьнно связанными 
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съ тЬломъ и совпадающими съ его главными центральными осями инер- 
Ц1И, Тогда, помня что суммы 

при такомъ выбор!^ осей координатъ равны нулю, мы получаемъ 

изъ (285): 

А =г]^Ъп . Б =з,1^т , С ^^^т , (288 ) 

гд1> /к, ^у,> представляютъ очевидно также ускорен1я центра инерцп! 
системы. Точно также урр. (286) дадутъ: 

йр 

Ь -" Н^ у -± (1г 01т^'^- — - Ъш/) , II т. д , 

Приоавляя и вычитая въ скобкахъ правыхъ частей каждаго изъ урав- 
нен1й, иодобныхъ этому посл^Ьднему, соотвЬтственно ^гпх\^шу'^, ^Ш2\ 
и помня значешя Н^, Н.^, Я^ (§ 46), мы получаемъ* 



(1а 
'(И 



Мг^Н^1^гр{Н,~Н^, (289) 



Уравнен1я (288) выражаютъ то прежде уже неоднократно ука- 
занное свойство движен1я, что геометрическая сумма приложенныхъ 
силъ изм'Ьняетъ движен1е центра инерцй], какъ движен1е свободной 
матер1альной точки, въ которой сосредоточена вся масса системы. 

Уравнен1я (289) называются эйлеровыми уравнен1ями, и 
оиред1^.ляютъ изм^Ёнен1е вращательнаго движен1я около центра инер- 
ц1и. Интегральное исчислен1е учитъ насъ, какъ на основан1и урр. 
(288), (289) вполн^^ опредкиять движен1е твердаго т'Ёла въ томъ 
вид'Ь, какъ было указано въ § 15, причемъ заключен1я § 47 и § 48 
являются частными сл'ёдствхями р'Ьшентя этихъ уравнен1й. Сообразно 
принятому нами плану изложен1я, мы ограничимся здЬсь н'Ькоторыми 
непосредственными выводами изъ неразр'Ёшенныхъ урр. (289). 

Первые члены лЬвыхъ частей урр. (289), т. е. 

«.|- ■^41- "'%' '-'"'^ 

представляютъ очевидно слагающ1я по осямъ координатъ момента 
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ускоритольныхъ тангенц1альныхъ силъ; вторые члены, т. е. 

<1Г { Н, - Н^ , гр (Яз - Я,) , 24 {Щ - 7/,) , (291) 

или иначе на основании (220): 

гШ~д')1, ^>9с^ — гЙ, ^^-~2)Ш, (291)' 



представляютъ слагающ1е моменты центростремительныхъ силъ. Обоз- 
начая величины (291)' черезъ А, [л, V, мы легко найдемъ, производя 
еложеше нижесл'Ьдующихъ произведен1й, что 

(292) 

откуда заключаемъ, что моменть (X, ?л, V) перпендикуляренъ къ оси 
вращен1я и къ моменту (2, ЗК, Эс) количества движен1я. Квадратъ ве- 
личины момента (X, |л, V) будетъ очевидно 

— 2ШЩг — 2Т12гр — 22Шрд ; 
прибавляя и вычитая сумму 

И помня, что 

^9^ + д^ + ^^ = ^^ ? 
нолучаемъ: 

А2 + а^ + V2 == 
:^ ы2 (2'^ + 3)с2 + Эг^) — С2^? + % + 9с>) 2 

=^ ^ЧР — М^Са'^ С08 2 (М,СО) := МЧо2 . 81П 2 (М,10) , (293) 

откуда видимъ, что откладывая длину М въ направлен1и момента ко- 
личества движен1я и длину со— въ направлен1и оси вращен1я, мы по- 
лучимъ величину момента центростремительныхъ силъ, какъ величину 
площади параллелограмма, построеннаго на упомянутыхъ двухъ ли- 
Н1яхъ, какъ сторонахъ. 

Умножая урр. (289) соотв'Ьтственно па рс11, ^си, гсИ и склады- 
вая, мы получимъ выражения для работы, произведенной системою 
приложенныхъ силъ (X, Ж, К) въ течен1и времени сИ, и равной при- 
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ращен1Ю кинетической энерг1и вращательнаго цшж^^шя: т. е. мы бу- 
дем ь им1^ть: 

=г, Н^рёр -г Н^^а^ Д- Н.^г(1г -.- (Ар -г [^^^ - V^) сП , (294) 

Величина 

Н^рс1р -г Я,дб/д -г Н,гс1г (295) 

представляетч. зд1^сь очевидно работу тангенц1альныхъ ускоритель- 
ныхъ силь, совпадающихъ въ каждой точкТ> съ направлеп1емъ ско- 
рости: а величина 

представляетъ работу центростреыительныхъ силъ, которая, на осно- 
ван1и (292), всегда равна нулю. Сл1^довательно, центростремительныя 
силы только им'Ьютъ вл1ян1е на нзйгЬнен1е момента количества дви- 
жен1Я, не изм1^няя кинетической энерг1и. 
Помня, что (§ 31): 

Ы1 '-= с12 , Зт ^ (1М , ^\^(?^ ^:. г?^)1 , (297 ) 

мы можемъ представить урр. (289) въ такомъ вид1Ь: 

с12 =г- Н,с1р -г 1си , 

т ^ н,й^ -г- \1си , (298) 

гд1^ ф, с1(р с1г суть полныя приращен1я слагающихъ угловыхъ ско- 
ростей, обусловливаемый изм1>нен1емь момента М и продолжающимся 
движен1емъ по инерц1И, т. е. прилагающимся постоянно моментомъ 
центростремительныхъ силъ.- Такимъ образомъ, приращен1я, входящ1я 
въ урр. (298), не должно смЁшивать съ т1^ми, о которыхъ упоми- 
нается въ урр. (257). 

Разсмотримъ теперь, какъ въ предыдущемъ параграф'Ь, различ- 
ныя части приращен1я момента М, направленный а) вдоль по преж- 
нему моменту М, Ь) перпендикулярно къ М и къ оси вращен1я, и 
с) перпендикулярно къ М, въ плоскости (М,о>). Обозначимъ черезъ 
А,,М, ДзМ, ^3^^ три вышеупомянутыя слагающ1я части приращен1я АМ. 
Тогда сообразно обозначешямъпредыдущаго параграфа, по (260), (280): 

Д,М г::, аж , Д^М = М 81П О (?Х , Дз^^ = М соз ъ йХ (299) 
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I! 

АМ :з^ д^м 4- ^2^^ 4- -^а^^ • (300) 

Если мы дал1^е обозначимъ соотвьтственно черезъ с!^^, (1.^Ш . . , 
(1^2. . .(1^2. . . проложен!;! моментовъ А-^М, Аз^!, АдМ на оси коордп- 
натъ, то очевидно: 

^,Ш.^^ё,2^(1^Ш^с1^^1, и т. д (301) 

II кром1^ того: 

Такъ какъ направлен1е А^М по услов1ю совпадаютъ съ М, то коси- 
нусы его угловъ съ осями координатъ будутъ 

]\Г М ' М * 

Умножая уравпен1я (302) соответственно на вышеприведенныа ве- 
личины косинусовъ, складывая, и зам'Ёчая, что всл1^дств1е перпенди- 
кулярности А^М къ А^М и къ А^М: 

^с1 2 А- - с1 Ш -4- :- й % — О 



М ^ ' м =* ■ м 



(303) 



^^зе + м^^зЭг+^^га^г-о, 



и что: 



2 ё,2 ш ам ш ам 



мы получимъ: 

2 „V. 2)? 



Й2 



Ж + <^^Ж + '^^'Ж=^^^^^ С305) 



подставляя сюда величины с12,(1Ш,с1Т1 нзъ (298) и помня урр. 
(292), мы нолучииъ: 

или по (220); (306) 

(?м =4 1 [Н,^рс1р 4- н,'ас(а + н.'гйг) . 
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Кром1> того очевидно: 

ЛЛ --= ^^ <Ш , (1,Ш ^. '^ (Ш , ал =:= ^^' аЪ1 . (307) 

Л1. -М Гг1 

Такъ какъ наг1равлен1е А^М совпадаетъ съ наг1равлен1емъ момента 
('^, [^, 'О^ то обозначай 

Х2 .^ ^^^2 _|_ ,/2 черезъ 1Р, (308) 

мы будемъ ийгЁть соотв'Ётственно слЁдуюн^а величины дли косину- 
совъ угловъ АзМ съ осями координатъ: , 

^' О' О' ^^^^> 

и сл'Ьдовательно: 

с1,2-^д,м, (I.;вд=:^^л,м, а^^^1^. (зю) 

Самая-же величина момента А^М получится, если мы сложимъ 
урр. (302), соотв'Ьтственно умноженный на косинусы (309), и обра- 
тимъ при этомъ вниман1е на то, что А^М перпендикулярно къ А^М и 
къ АдМ. Такимъ образомъ, мы получимъ подобно тому, какъ получили 
УРрЛзОБ): 

А,М^.К^-|-йЖ^^+й:)^^ , (311) 

или, на основан1и (298): 

А^М ^ ^ [ЩЫр + ЩиМ^ + НМг\ 4 Пси . (312) 

Обозначая наконецъ черезъ /, ш, п косинусы угловъ напраБлен1я 
А.М съ осями координатъ, мы опред'Ьлимъ эти величины изъ т'ёхъ 
услов1й, что, всл1Ьдств1е перпендикулярности АдМ къ А^М и къ АзМ, 

(313) 

и ЧТО 

р _4_ ^д2 _^ ^^2 .^ I ^ (314) 

Изъ этихъ ураБнен1й, обращая вниман1е на второе изъ услов1й (292), 
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мы получимъ: 

эгV^^^ _^5а-^ _^2^л-т ^„^^^ 

гдЬ выборъ знака ± зависитъ отъ того, въ какую сторону вдоль 
по ЛИН1И перпердикулярной къ плоскости (Д^М,ДМ), мы считаемъ 
положительное направлен1е. Определивши I, т, п, мы получимъ далЬе, 
какъ прежде: 

йз2=-гД/1, ^,Ш = т\^Ж, а,Т1 = пАМ, (316) 

и изъ урр. (302): 

д,м = ш^ар + тн.^а^ 4 пн.аг . ( 31 ?) 

11риращен1е угловой скорости, по величин* и направлен!», обу- 
словленное приращен1емъ дМ, обозначимъ черезъ Дсо, и представнмъ 
какъ геометрическую сумму 

Д(о = йо) -}- ьх^г , 

гд* аш обозначаетъ алгебраическое приращен1е угловой скорости 
около прежней оси, а «(^е— скорость около оси, перпендикулярной къ 
прежней, которая, прилагаясь къ этой последней, вращаетъ старую ось 
на уголъ (?е, причемъ йсо и ыйе перпендикулярны другъ къ другу. Про- 
ложен1я Дсо на оси координатъ будутъ очевидно ф, с1д, йг, которыя 
на основаши (298) определятся, какъ 



*=|-|/'- "'=1-^/'. "-шгк'"' (^"' 

причемъ вторые члены лЬвыхъ частей этихъ выражен1й: 

-к'"' ~к''^ -к''^ ^'''^ 

представляютъ приращен1я слагающихъ угловыхъ скоростей, всл^Ьд- 
ств1е продолжающагося движен1я по инерц1и, т. е.— т1^ приращен1я, 
которыя одни им1Ьлп-бы м1Ьсто, если-бы моментъ количества движен1я 
оставался неизм'Ьнныатъ по величин'Ь и направлешю; первые-же члены 
л'Ёвыхъ частей выражешй (319): 

В,' Я,' Ж/ ^^^^^ 

21 
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представляютъ 11рираще1ия слагающихъ угловыхъ скоростой, обуслов- 
ливаемыя изм'Ьнен1емъ момента количества дв1]жен1я, т. е. дЬйств1емъ 
приложенныхъ силъ. Умножая слага10щ1я приращен1я (320) соответ- 
ственно на 2, 9К, 9? и складывая, мы найдемъ, что 



8Л % , 9Ь 



Я, 



Я, ' Яз 



■ О. 



(322) 



всл-ЬдстЕхе перваго изъ урр. (292) н урр. (220); отсюда заключаемъ, 
что изм'Ьнен1е вращен1Я прп двпжен1и по инерщи происходитъ отъ 
непрерывнаго приложен1я безконечно малыхъ угловыхъ скоростей 
около оси, перпендикулярной къ моменту М. 

Обозначая величины слагающихъ по осямъ координатъ прира- 
щен1й с1ь) и ш1е соов'Ётственно черезъ с/'^;, с^'д, й'г п г?'|р, {1^^^^ сУ'г, мы 
должны очевидно им'Ьть: 



(1р =г (1'р + (^"р , (^^ г:= (^'^ + с1\ , с1г 1= г?'г -Ь сГг . 



[323) 



Такъ какъ направлен1е оси угловой скорости с1ь} совпадаетъ съ осью 
скорости сд), то 



ш ^ со со 



(324) 



Умножая уравн. (323) соотв-Ьтственно на-, ~, -, складывая ихъ, 

со со со 

и зам'Ьчая, что, вслЁдств1е взаимной перпендикулярности ёь) и шк, 

(325) 



и что 



С08(С0//С0): 



Л'р р с1'д^ €[ . с1'г г 



г^со со (Ы со йсо со 



и 



мы получимъ: 



г?со г_- - (рф 4- ^с^^ 4- гсТг) , 



или всл^^дств1е (319): 
ско:= 



со 

рсШ ^ст , г(Ш 



о)Я, • соЯ^ ^ соЯз 



А 



(211. 



Я ^ Н, НА со 



сИ 



(326) 



(327) 



(328) 



гдЬ первый членъ л1^вой части обозначаетъ приращен1е величины 
угловой скорости со отъ ДЕЙСТВИЯ приложенныхъ силъ, а второй 
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членъ— приращен1е, при продолжающемся движен1и по инерц1и. Обо- 
значая черезъ осо ту часть приращен1я йсо, которая зависитъ отъ 
дМств1я приложенныхъ силъ, мы найдемъ очевидно, что 

Приращен1е (?а), въ свою очередь, можно разсматривать, какъ 
сумму трехъ другихъ: (?^(о, §^ш, 8^ы, зависящихъ соответственно отъ 
слагающихъ, Д^Мд ^М, Д3М, приращен1я дМ момента М. Обращая 
вниман1е на равенства (302), мы найдемъ изъ (329), что 

и, на основан1и (307): 

,,,,,,, ИМ сШ -^ 

т. е. результатъ, известный изъ ур. (269). Точно также, на осно- 
ван1и (310) и (292), получимъ, что 



УЯ1^я,^ЯзУ(о.а 



(332) 



или, по (291) и (293): 

К^- (^^ + -^=^^ + ^^^) с ова, сов 13 сову ш ^ ^^ 

Наконецъ, точно такимъ-же образомъ получаем!: 

сч [1р та , пг\ АоМ 

Обратимся теперь къ опред'Ёлен1ю величины и направлешя при- 
ращен1я (ойг, т. е. величины слагающихъ й"^, й^^д, г1'^г. На основан1и 
(323) и (324), мы получимъ: 

гГр = ар—^с1о), й"д=:йд — ^ (^10 , й"г — йг — -Ло; (335) 
ш со со ' 
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подставляя сюда величины йр,(^^,с^^ изъ (319), мы вычислимъ зна- 
чен1я с1^^р, с1''(2, б?"г, и затЬмъ найдемъ: 

((ойг) ' .--= {а^'р) ' + {(^'^^) ' -}- [й^'гу . (336) 

Но, для большей наглядности, можно вычислить отд1^льно части при- 
ращешя соЙ€, зависящ1я отъ д^^йств1я приложенныхъ силъ и отъ про- 
должающагося движен1Я по инерц1и. Для этого приращеше Асо пред- 
ставймъ, какъ слагающееся геометрически изъ двухъ: Д'со, завися- 
щаго отъ дМств1я силъ, и Д"со, зависящаго отъ продолжающагося дви- 
жен1я по инерц1и, такъ что 

До)^Д'со4-Д''^- (337) 

Проложен1я приращен1я А'ш на оси координатъ обозначимъ черезъ 
ор, с^, ог, а проложен1я Д"со— черезъ др, дгр д)% такъ что 

ф ггг ср -г др , йд =-- С^-\-д^ ^ йт _— ст -4- дг , (838) 

при чемъ, на основан1и (319): 






т!^ х!., ^^I^ 



X 



1^ ,. л V 



(341) 



др:=^ — У^ й^ , дс[=г^ ^ Л1 , дг=::-=^г-(1(, (340) 

^1 ^2 ^3 

Кром'Ь того очевидно: 

^ь}'' = А'со^ + А'^оо^ — 2А^а).А''(0 соз (А^со,А''со) . 
Зат'Ьмъ А'со разложимъ на дв'Ь части: одну (^со, направленную вдоль 
по оси со, и другую со.(5г — къ ней перпендикулярную; точно также 
А^'со представится двумя соотв'Ьтствующими слагающими: дьу и со.(?б, 
такъ что 

ЛЧо = осо '4' со . ог , А'^со = до^ ^ ы . дг , 

А'со2= 00)2+ (0^ 06^ , А"(о^г= (?(о'^+ ^2- ^^'• 
Направлен1Я осо и дсо, совпадая съ осью, будутъ очевидно совпадать 
другъ съ другомъ; сл'Ёдовательно: 

(7(0 =г <?со + ^со , (342)' 

гд*, на основаши (328): 

^"^ ' соЖ + (оя:^с;7я:^ 

(343) 



(^0) = — 
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Направлеы1я-же ш.бг и {о.де, лежа въ плоскости, перпендикулярной 
къ оси со, будутъ д1^лать между собою н1^который уголъ (ое.де), 
такъ что величина ихъ результирующей юс1с опред'Ьлится изъ ур. 

((О^гг)^ =--:. (со6\)2 + (сос^г)- — 2 (соог) (со(^г) соз (сг,^г). (344) 

11роложен1я на оси координатъ величинъ (?со, со. 5с, г?со, со.(?г обо- 
значимъ соответственно сл1Ьдующимъ образомъ: 

для (?со : (?'^9 , о' ^ , 5' г , 

^^ соос : б^'р, (?"д, о"г, 
» д{») : (Ур , д' ^ ^ й'г , 



(345) 



такъ что 



§р = с^р + ^''р , 0(2^ = о 'д 4- ^"^ . 



Ьг = ог 4- б^'г , 
^г = г^'г -[- д"г , 



ф — д^р + (^'[р , (}д — д'д 
а также, сообразно съ (323): 

с1"р = §^'р + д^'р^ с1\ = о\. 
кромЁ того очевидно: 

сг'^; г^- ^ 0(0 , ($'д = 1 5(0 , 5'г = - 6(0 , 






сР г = с' г + д' г , 



(346) 



(347) 



д'р: 



(О 



дш , &с[ = ^дш, д'г = ~д1а. 



(348) 



Искомыя величины ы.^е и ы.д1 определятся изъ урр. (342), на осно- 
ван1и (339), (340) и (341), сл-Ьдующимъ образомъ: 



(349) 






(350) 



Подставляя въ уравнен1е (349) соотвЬтственно, вместо а2,аШ,ФЯ,ье- 
лтжяы (1,2...а,2...а,2 изъ (307), (310), (316), мы получимъ 
выражен1я для частей со(^^е, со^^е, со^з^ приращен1я <й(?г, зависящихъ 
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отъ приращенШ, д^М, ДДУ!, Д3М, момента количества движен1я. Такимъ 
образомъ мы найдемъ: 

соо^г==С•, (353) 

^^^^^'-=[^^^ + Щ + Щ^-1[^-^(Щ-Щ-^^) -^^^ С352) 

(соозЕ)^ - ^, ^ + ^ 4- -щ)^,ж - ,^-^ ^ ^щ -г ^я;; ^^^^ • ^^^^^ 

Наконецъ, направлен1я приращен1й (0(?г и юде, т. е. ихъ углы съ 
осями координатъ, мы найдемъ, вычисливъ слагающ1я §"2:> . . . д^'2^ . . . 
изъ урр. (346), на основаши (339), (340) и (348). Зная упомяну- 
тыя слагающ1я, мы получаемъ для косинусовъ угловъ направленШ 
со^г и о)д1 съ осями координатъ соотв1втственно величины: 

^ 1^ 0^ д;^ д^ д^ 

со5б' со5б' соо'е '' о,дг' со()с ' \огЛ^ ^ ^ 

тц'Ь (0^6 и 1оск вычисляются изъ (349) и (350). 



^^^^.^ — . 



Им'Ья вс1^ вышеприведенный соотношен1я между приращешями 
количества движен1я и скорости вращен1я, мы можемъ р^^шить во- 
просъ о томъ, как1я должны быть приложены къ твердому тЬлу си- 
лы, чтобы произвести т'Ь или друг1я, заран1^е нредписанныя, изм1Ьне- 
шя скорости вращешя. Разберемъ наиболЬе простыя изъ предполо- 
жен1й относительно этихъ изм1Ьнен1й. 

1) Угловая скорость и направлен1е оси вращен1я должны оста- 
ваться неизм1Ьнными. Тогда очевидно, д.р = сЦ = (1г = 0, и, на осно- 
ван1и (319): 

а^^ксИ, т^11(Л, т^^сИ, (355) 

или по (297): 

Х^Х, Ж=г[л, N=:^^^; (356) 

т. е. моментъ приложенныхъ силъ долженъ быть равенъ и паралле- 
ленъ моменту центростремительныхъ силъ, или другими словами, ири- 
ложенныя силы должны уравнов'Ьшивать центробЬжныя силы. Вели- 
чина М приложеннаго момента будетъ очевидно, на основаши (293): 
М == О == Мш . 8111 (М,а)) , (357) 
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или, по (228); 

М г=: 2Т . итсг (М,со) . (357)^ 

Если ТЕЛО вращается равномерно около неподвижной оси, то Мпред- 
ставляетъ моментъ, обусловливаемый сопротивлен1емъ этой оси. Рав- 
ный и противоположный ему моментъ будетъ принадлежать силамъ 
давлен1я вращающагося тЬла на ось. Если 8т(М,со) = 0, т. е. если 
ось вращен1я совпадаетъ съ одною изъ главныхъ осей инерц1и, то 
очевидно и М\^= 0. 

2) Должна оставаться неизменною только величина угловой ско- 
рости. Тогда очевидно, (1/р = сI^^:=^с1^^ = О, и, на основан1и (347) 
и (348): 

осо + ()со == с^со =:= О , (358) 

откуда, на основан1и (328), видимъ, что только одно уравнен1е опре- 
дЬляетъ три искомыя величины, Д Ж, ^У, всл'Ьдств1е чего направле- 
н1е результирующаго момента М приложенныхъ силъ можетъ быть 
выбрано произвольно. Выбирая это направлен1е параллельно моменту 
количества движен1я М (т. е. заставляя АМ совпадать съ А^М), и 
обозначая величину такого момента силъ черезъ Мх, будемъ им'Ьть 
по (307), гд1^ (IШ = /\^,.си, и по (328): 

Выбирая М параллельно О. (т. е. параллельно ^2^^) и обозначая его 
величину черезъ Ма, получаемъ, какъ прежде, изъ (328) и (310): 

Мг = а . (359)^ 

Наконецъ, выбирая М параллельно ДдМ, получаемъ изъ (316) и (328): 

3) Должно оставаться неизмЬннымъ только одно направлеше 
оси вращен1я. Тогда с1"2) ^=с("^ = с1"г = О, и, на основан1и (335), 
<319) и (328): 



_М~а \р{Ь-Х) д (Ж-(х) г(_К~у) 1д_ 



^ _ 2У — у _ \' р{Ь- 1) , ^(Ж— [А) г (.У— у) ] ^_^ 
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откуда видимъ, что 






(361) 



т. е., что результиру10щ1й моментъ силъ {^ — X, 3/— [л, Ж — V), 
составленный изъ искомаго момента (Х, 31, Щ и момента центро- 
б'Ёжныхъ срглъ (— X,— (X,— V), долженъ быть параллеленъ моменту 
количества движен1я (2, 9Я, 9?), а по величинЁ можетъ быть произво- 
лепъ. Называя эту величину черезъ ^, т. е. полагая 
^2 _ (^ _ х)^ + {31-~ 11,у + 0^ - ^)\ 
возводя зат'Ьмъ урр. (361) въ квадратъ и складывая, получаемъ: 
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-(.V-' 


,у^ 


М'~' 


3^2 






(Д^- 


.,у 




5?^ 




БСЛ-ЬДСТЕХе 


чего заключаемъ, 


что 








1- 


-^+«Ж' 


Л- 


= (Л 


+ Я 


М' 


^У 



т. е. искомый моментъ {Ь,М,Ж) слагается изъ двухъ: момента цен- 
тростремительныхъ силъ, и н'Ькотораго момента, произвольной величи- 
ны, но параллельнаго моменту М. Если твердое тЬло вращается съ пе- 
рем-Ьниою угловою скорост1ю около неподвижной оси, то А, [л, V бу- 
дутъ очевидно слагающими момента силъ сопротивлен1я, оказываема- 
го осью вращающемуся т'Ьлу. 

4) Угловая скорость не должна йзм1Ьнять своей величины срав- 
нительно съ движен1емъ по инерц1и; т. е. должны быть о^=5'д=о''/ — О, 
или, по (348), 5(0 = 0. Сл'Ьдовательно, слагающ1я X, Ж, ^У" искомаго 
момента силъ М определятся, на основан1и (329), однимъ уравне- 
н1емъ: 

р1 С2М , гЖ 

^1 ^2 ^3 

Если направлен1е М выберемъ параллельно М, то обозначая вели- 
чину искомаго момента, направленнаго такимъ образомъ, черезъ АА^, 
получимъ: М^ = 0. Если будемъ искать моментъ, параллельный АзМ, 
то его величина АА^ опять опред'Ьлится по (333) равною нулю, если 
только всЬ моменты инерцьи не равны между собою, или если ось 
Бращен1я не совпадаетъ съ одною изъ осей инерхци, когда Мг мо- 
жетъ быть произвольной величины. Наконецъ, на основан1и (334), 
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получимъ также, что Мо = О, если только 

Ь) та иг 
-^ -^ -^у- 4" уг" ^^ равно нулю, 

^1 ^2 ^3 

ибо въ посл^Ьднемъ случаЬ Мз можетъ быть произвольной величины. 
5) Не должно изм'Ьняться направлен1е осп вращен1я сравни- 
тельно съ движен1емъ по инерц1и. Въ такомъ случа'Ё очевидно, 

^^[(^ __ ^г'^ __ ^п^ _ ^ На основан1и (346), (348) и (339), получаемъ: 

откуда также, какъ изъ (360), получаеагь: 

Х^д-, М^Яу^, ^^Я^^; (365) 

т. е. искомый моментъ можетъ быть произвольной величины ^, но 
направленъ всегда параллельно М. 



§ 50^ Движен1е несвободнаго твердаго т^ла. 

Общ1я уравнен1я движен1я несвободнаго твердаго тЬла, т. е. 
зависимости ускорен1й различныхъ его точекъ отъ приложенныхъ 
силъ, получаются, на основан1и принципа д'Аламбера (§ 30), изъ урав- 
нен1й равновЬс1я несвободнаго твердаго т'Ьла (§ 42), въ которыхъ 
приложенный силы должны быть зам'Ьнены потерянными силами. 
При этомъ величины Х^, А^ . . . будутъ, также какъ и въ случае 
равновЁс1я, представлять силы сопротивлен1я, съ которыми механиз- 
мы, ограничивающ1е свободу т'Ьла, дМствуютъ на это посл-^днее. 
Упомянутыя сопротивлен1я, завися въ каждый моментъ движен1я отъ 
величины потерянныхъ силъ, будутъ изм'Ьняться во время движеьпя 
съ изм'Ёнен1емъ скоростей точекъ т^Ёла. Изсл'Ёдован1е свойствъ об- 
щихъ уравнен1Й движешя несвободнаго твердаго т1^ла выходитъ изъ 
границъ настоящаго изложен1я, всл1^дств1е сложности математиче- 
скаго анализа. Поэтому мы ограничимся изл^^дован1емъ прост-Ьйшаго 
случая движеБ1я твердаго т1Ьла около неподвижной оси. 

Вращен1е твердаго т^Ёла около неподвижной оси принадлежитъ 
очевидно къ числу обращаемыхъ движен1й (§ 32), при которыхъ 
приращен1е кинетической энерг1и изм'Ьряетъ работу, произведенную 
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приложенными силами. Если мы обозначимъ черезъ со угловую ско- 
рость т-Ёла около его неподвижной оси, черезъ г— разстоян1е какой 
либо его точки, съ массою ш, отъ оси, черезъ г"— ея скорость, то 
кинетическая энерг1я Т этого твердаго т1^ла въ данный моментъ вре- 
мени выразится очевидно, какъ 

Т .-- 1 Ът'- ^ ~ (.о'Ъпг\ (366) 

откуда, называя черезъ Н моментъ инерц1и т1^ла около оси вращения, 
получаемъ: 

Т:=.^со2Я. (367) 

Если для какого нибудь первоначальнаго момента времени мы 
обозначимъ величины кинетической энерг1и и угловой скорости че- 
резъ 1\, и о^^, то приращен1е кинетической энерг1и, начиная отъ 
уномянутаго начальнаго времени до разсматриваемаго выше, будетъ 

Г-Т,..|я(ш2-0, (368) 

и представитъ, на основан1И § 33, работу приложенныхъ снлъ въ те- 
чен1и соотв-Ьтствующаго промежутка времени. Если разсматриваемый 
нромежутокъ времени будетъ безконечно малъ, то разности Т — Т^^ и 
^—^'-^0 будутъ также безконечно малыми величинами, которыя мы 
обозначимъ черезъ (ИТ и ('/со. Въ такомъ случа'Ё ур. (368) будетъ 
ИМЕТЬ бол1^е простой видъ: 

(^Т:=1 Я((о -- соо) ^0} ==-- ^ я (2со + с/со) б^со 

или, такъ какъ г/со'^ въ свою очередь безконечно мало въ сравне- 

н1и съ (1(0 (ибо отношен1е -у— = с/со безконечно мало): 

асо 

с1Т=г-Н(оо[1о, (369) 

Приращен1е кинетической энерг1и (368), или (369), можетъ быть 
обусловлено единственно тою слагающею част1ю момента приложенныхъ 
силъ, которая направлена по оси вращешя, ибо, на основан1и (103) 
(§ 42), отсутств1е этой слагающей представляетъ единственное услов1е 
равнов1^с1я твердаго т'Ёла около неподвижной оси. Если мы обозначимъ 
черезъ М величину момента приложенныхъ силъ, направленнаго по 
оси вращешя, то соМг?^ будетъ, на основан1и (265), работа, совер- 
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шейная упомянутыми силами во время Ш, при безконечно маломъ 
угловомъ перем1^щен1и {осЩ такъ какъ эта работа съ другой стороны 
изм1Ьряется соотвЬтствующнмъ ириращентемъ кинетической энерг1и, 
то по (369): 

соМй^ =: Ясойоо , (3 70) 

или 

ААсИ = Шо^. (370у 

Суммируя элементарныя работы по вс1^мъ безконечно малымъ эле- 
ментамъ времени, составляющимъ данный конечный промежутокъ вре- 
мени, для начала и конца котораго величины угловой скорости суть 
о^^^ и со, мы получаемъ: 

1^(^^^си = я^сосгсо , (371) 

или 

н разыскивая суммы, какъ въ § 3, находимь: 

^а)Мбг1^-:г|я(со*^-^со,2), (372) 



1М(^г^ = Н{10 —со,). (372)^ 

Если величина момента М во все время движен1я остается неизм'Ьн- 
ною, то сумма лЬвой части ур. (372)', берется непосредственно, и 
мы получаемъ: 

М^ = //(со — со^) , 






(373) 



гд'Ь время I считается отъ того момента, когда со — со^^,. Такое рав- 
номерное приращеше угловой скорости им'Ьетъ наприм'Ьръ мЬсто, 
когда приложенный силы не измЬняютъ ни своей величины, ни на- 
правлен1я относительно т-Ьла, какъ-бы сл1^дя за вращающимся т-Ьломъ 
и въ пространств^^ направляясь посл1^довательно различнымъ образомъ. 
Изъ случаевъ изм'Ьняющейся величины момента М мы разберемъ 
тотъ, когда взаимно параллельный вн1^шн1я силы, будучи приложены 
во время движен1я т1^ла къ одн'Ьмъ и т1^мъ-же его точкамъ, сохра- 
няютъ свою величину и направлен1е въ пространств'Ь, и изм'Ьняютъ 
следовательно это направлен1е по отношешю къ движущемуся т^лу. 
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Въ такоз1Ъ случае съ большею легкост110 можно вычислить для каж- 
дой силы сумму ЛЁВОЙ части ур. (372). т. е. работу; ибо для силы, 
приложенной къ одной и той-же точкЬ и сохраняющей свою величину 
и направлен1е во время двпжен1я этой последней, работа, совершен- 
ная между двумя полож'ен1ями движущейся точки, не зависитъ отъ 
формы пройденнаго пути (§ 35). 

Н'Ькоторыя изъ нолояген1Й твердаго т1.ла вокругъ неподвижной 
оси будутъ, при д'Ьйств1и вышеописанныхъ силъ, иоложешями рав- 
новЬс1я; именно — т1^ два положен1я, при которыхъ неизм'Ьнпое на- 
правление приложенныхъ силъ будетъ параллельно плоскости, прохо- 
дящей черезъ ось вращен1я и центръ параллельныхъ силъ: при одномъ 
изъ упомянутыхъ положений направлен1е равнодЬйствующей будетъ 
идти отъ центра параллельныхъ силъ къ оси, что будетъ соотв1>тство- 
вать неустойчивому равнов'Ьс1ю: при другомъ положен1и направлен1е 
равнод'Ьйствующей будетъ отъ центра въ противоположную сторону 
относительно оси, что обусловитъ устойчивое равнов'Ьс1е. Если силы 
будутъ параллельны оси, то при всякомъ положен1и т1^ла вокругъ 
оси оно будетъ въ равновЁС1и. При вращен1и т1;ла будетъ отлична 
отъ нуля работа т'ёхъ соотв1^тствующихъ частей приложенныхъ силъ, 
который направлены перпендикулярно къ оси. Выберемъ два поло- 
жен1я т'Ьла, при которыхъ плоскость, проходящая черезъ ось и точку 
приложен1я равнодействующей, образуетъ съ плоскост1Ю устойчиваго 
равнов'Ьс1я соотв-Ьтственно углы а^, и а, и вычислимъ работу прило- 
женныхъ силъ между этими положен1ями, или равную ей работу равно- 
.0 действующей. Пусть плоскость рисунка (рис. 80) 

,^^^^ будетъ перпендикулярна къ оси, слЬдъ которой 

/ ;'^!*°\ пусть будетъ въ О, пусть ОС будетъ слъдъ 

' / I \ плоскости' устойчиваго равнов1^с1я, С,С\0^ — 
/' / I \ три положен1я центра параллельныхъ силъ, и 

Р — величина части равнод'Ьйствующей, перпен- 
дикулярной къ оси и нанравленной всегда парал- 
лельно ОС. Опуская изъ С" и О перпендикуляры 
на 0(7, легко вид'Ьть, что работа силы Р, при 
перем1ощен1и центра силъ изъ С" въ С\ будетъ Р.ВВ, или 

Р . БВ = Р{ОВ — ОБ) =-- ^^г (со8 а — соз а,) , (374) 

гд'Ь г есть разстоян1е центра силъ отъ оси. Такъ какъ выражен1е 
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Рис. 80. 
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(374) опред1^ляетъ л1^вую часть ур. (372), то мы будемъ имЬть: 

—^ (со8 а — соз а,^) , (375) 



< 



откуда видимъ прежде всего, что если первоначальная скорость со={), 
то со8а>со8ао и а^ > а; т. е. т'Ьло будетъ двигаться къ положен1ю 
устойчиваго равнов'Ьс1я, въ которомъ пр1обр1^тетъ наибольшую угло- 
вую скорость 

-^(Х-соза^,); (376) 

затЬмь угловая скорость будетъ уменьшаться до нуля, при отклоне- 
н1и на уголъ а— «о ^"ь другую сторону отъ ОС, откуда т'ёло повер- 
нется назадъ, и т. д. Такимъ образомъ, движен1е будетъ состоять въ 
колебан1и около положен1я устойчиваго равнов1&с1я, причемъ величина 
угла колебан1я — угловая амплитуда — будетъ равна 2а(). Опред'Ь- 
лить зависимость скорости отъ времени съ помощ1ю простМшихъ 
функц1й мы можемъ только въ томъ случа1^, когда отклонен1е тЬла 
отъ положен1я равнов'Ьс1я очень мало, т. е. когда всяк1п изъ угловъ 
а настолько малъ, что мы можемъ принять разность между а и 8ш а 
исчезающею въ сравнен1и съ об'Ьими упомянутыми величинами, т. е. 
положить: 



зшаига и зхп- — -. (377) 



Тогда зная, что 



8Ш 2 



^<х 1 — СОЗ а 



и что сл1^довательно по (377): 

созаггз:!— . (378) 

мы получимъ изъ (375), полагая со — 0: 

^'=-^Ы-^')' (379) 

Наибольшая скорость, при а=г(9, будетъ 



^^^у^?'- 



(380) 
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^^' 



На Н'Ькоторой прямой отложимъ длину АВ = 2а,^, и на АВ. какъ на 
д1аметр'Ь, построимъ окружность (рис. 81 ). Представимъ себЬн1^котору10 

точку, движущуюся по окружности рав- 
номерно, со скоростпо со^. Тогда ско- 
рость V проложен1я этой точки на Д1а- 
метръ, будучи равна проложен1ю ско- 
рости ю^ на тотъ-же Д1аметр'ь, пред- 



/ / 
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> 


^ 


Л ОС 

Рис 

ставится в'ь в 


. 81. 

ид*: 


1) 



V = СО^ С08 ЕВА = СО^ 8111 Ср , 



(381) 



ГДЕ 9 есть уголъ между рад1усомъ круга, проведеннымъ къ движу- 
щейся точк-Ь, и д1аметромъ АВ. Но 



81П ф = 



ЕС гА 



|/ао^ — а- 



гдЬ а 



ОЕ Ч 

ОС. Такимъ образомъ, получимъ изъ (381): 



V = (О 



У^ 



л[{<-^' 



И' 



(382) 



(383) 



Сравнивая это посл'Ьднее выражен1е съ (379), видимъ, что про- 
ложеше точки Е, находясь на разстоян1и а отъ центра О, имЁетъ 
скорость, величина которой равна величин1Ь угловой скорости раз- 
сматриваемаго выше т'Ьла, при его отклонен1и на уголъ а отъ по- 
ложен1я устойчиваго равнов'Ьстя. Сл1Ьдовательно, если мы найдемъ 
зависимость отъ времени угла 9 (рис 81), то найдемъ искомую зависи- 
мость отъ времени угловой скорости со, ибо, по численной величин1&, 
со = V. Но зам'Ёчая, что дуга ВЕ, проходимая точкою равном'Ьрно во 
время I, равна со^^, и припоминая величину а^ рад1уса этой дуги, 
мы находимъ: 



всл'Ьдств1е чего 






СО — - со. 8Ш —^ г , 



(384) 



;385) 



откуда видимъ, что скорость черезъ опред1Ьленные промежутки вре- 
мени будетъ принимать прежн1я свои величины. Д'Ьйствительно, по 
истечен1и нЬкотораго промежутка времени т, посл1^ времени ^, вели- 
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чина скорости будетъ очевидно: 

со' == (0^ ЗШ —^ ( 1^ -4- Т) , 



и со' сделается равною со, если 

"^ {* + ') - ^ Ч- 27: , откуда - = 2г ^« ^, 27г ,/ ^ . (386) 






Промежутокъ времени т, по истечен1и котораго угловая скорость 
колеблющагося около оси т'Ьла принимаетъ свою прежнюю величину 
и прежн1й знакъ, называется временемъ по л на г о колебан1я. 
Очевидно, что въ течеши этого времени тЬло, исходя изъ какого-либо 
своего положен1я вокругъ оси колебан1я, поворачивается въ ту и другую 
сторону всего на уголъ равный двойной угловой амплитуд'Ь. Вспомо- 
гательыый уголъ ср (381), который носитъ назван1е фазы колебан1я, 
изм-Ьняется при этомъ на 2-11. Кром'Ь того черезъ промежутокъ времени 

- всякая скорость даннаго колебан1я приметъ тоже свою прежнюю 

величину, но будетъ противоположна первоначальной по знаку. Этотъ 
промежутокъ времени называется временемъ простаго коле- 
бания. Очевидно, что во время простаго колебан1я фаза изм-Ьняется 
на полуокружность, т. е. тх, а уголъ а — на угловую амплитуду, какъ это 
легко вид-Ёть изъ рисунка (81). Выражен1е (386) показываетъ, что 
время колебан1я не зависитъ въ данномъ случа'Ь отъ величины раз- 
маха, если только эта последняя настолько мала, что синусъ ампли» 
туды весьма мало разнится отъ угла амплитуды. Вводя величину т 
въ уравнеше (385), мы получймъ, на основаши (386): 

(О г=: ^ 8Ш — I . (387) 

т т 

Если параллельный силы приложены къ каждой дзъ матер1аль- 
ныхъ точекъ, составляющихъ данное т^Ьло, и если ускорен1я этихъ 
силъ одинаковы, какъ въ случаЬ д'Ьйств1я тяжести, то по § 42 (23)^^ 
введенный выше величины Р и г будутъ: 

Р=-^д)йт, г = г = -^, (388) 

гд'Ь // есть ускореше, г — разстояк1е центра тяжести гЬла отъ оси 
и р — разстоянхе матер1альной точки т отъ той-же оси. Для такого 
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случая уравн. (386) обращается въ 

т =:=. 2т. 1 /"-Д- - 2т: 1 / ^^^' - . (389) 

Твердое т'Ьло, колеблющееся подъ Д'Ьйств1емъ тяжести около непо- 
движной оси, носитъ назван1е сложнаго маятника. Если мы нред- 
ставимъ себ1Ь маятникъ въ впд1^ одной матер1альной точки ш, нахо- 
дящейся на неизмЬнномъ разстоян1и / отъ неподвижной оси, то для 
такого случая 

Н-- тР , г=^1^ 1" — тд , 
и (390) 



-'/^ 



9 

Такого рода маятникъ называется простымъ или математиче- 
скимъ. Сравнивая (390) и (389), мы видимъ, что время колебан1я 
сложнаго маятника тоже самое, что н1^котораго простаго, длина котораго 

^=^^.^^^. (391) 

Конецъ лин1и длины I (391), проходящей черезъ центръ инерц1и 
сложнаго маятника перпендикулярно къ оси, опред1^ляетъ точку, на- 
зываемую центромъ качан! я, Если неподвижную ось перенесемъ 
параллельно самой себ'Ь въ центръ качашя маятника, то время его 
колебашя будетъ: 

Т.-1/ -.=^, (392) 



I/ дг^Ъш 



гд1Ь Н^ есть моментъ пнерц1И относительно новой оси, а г^ — раз- 
стоян1е отъ нея центра тяжести. Но очевидно, г^ = / — г, и, на осно- 
ваши (211): 

Н^ =, [I _7) '^^ш + Щ , Я= ?'Ъп 4- Щ , 

гд1^ Л^ есть моментъ пнерцш около оси, проходящей параллельно 
данной черезъ центръ тяжести. Сл1Ьдовательно: 

Н^ =. [(? —7) 2 — г2] ^71 Ч- Н= I {I — 27) Ъп ч- И , 

и по (391): 

^^1{1~ 2г) 2т — 1г1,т = ? (? - г) Ъп , 
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всл'Ьдств1е чего ур. (392) даетъ: 

т, .= |/ ?1^:113^^ = 1/"- = т ; (393) 

У д{1 — г)1.т \ 9 

т. е. время колебан1я отъ упомянутаго перем1Ьщешя оси не изм1^- 
нится, и новый центръ колебан1я будетъ лежать на старой оси. 



^-,^- 



Вращен1е твердаго тЬла съ угловою скорост1ю со около оси, 
находящейся въ разстоян1и г отъ центра инерц1ц, можно представить 
€еб1Ь, какъ вращен1е со скорост1ю со около параллельной оси, проходя- 
щей черезъ центръ инерц1и, и вм'ЬстЬ— какъ поступательное движен1е 
по кругу рад1уса г, со скоростш ть^ (§ 13, (65-)). Если-бы твердое 
ТЕЛО было свободно, то упомянутое поступательное круговое движе- 
н1е было-бы обусловлено силою, приложенною къ центру инерц1и, 

направленною къ центру круга и равною -—Л-Ъп или гсо^^ш. Со- 

г 
хранен1е-же направлен1я оси вращен1я было-бы въ такомъ случаТ> 
обусловлено парою, моментъ которой былъ-бы перпендикуляренъ къ 
оси и равенъ (§ 49 (357)) Мсо8ш(М,со). Въ случа'Ь существовашя 
неподвижной оси т'Ёже самыя сила и пара опредЬляютъ сопротивле- 
Н1е оси вращающемуся т^Ёлу. Если ось параллельна одной изъ глав- 
ныхъ осей инерц1и, то 8ш (М,со) ==: (?, и сопротивлеше выражается 
одною центростремительною силою, приложенною къ центру инерц1и; 
если кром'Ь того г = 0, т. е. ось проходитъ черезъ центръ инерц1и, 
то сопротивлен1е равно нулю. 

Плоскость упомянутой выше пары совпадаетъ, на основаши (292), 
съ плоскост1ю, проходящею черезъ прямую, проведенную параллельно 
оси черезъ центръ инерц1и т-Ьла, и черезъ прямую, проведенную че- 
резъ центръ инерц1и параллельно моменту количества движентя М. 
Центростремительная сила при этомъ вообще не совпадаетъ съ плос- 
К0СТ1Ю пары, образуя съ нею некоторый уголъ ф, пли съ ея момен- 
томъ — уголъ 9 = ^ — ф. Углы 9 пли ф легко определятся по дачпымъ 
неизм1^ннымъ положентямъ неподвижной оси и линп! г относительно глав- 
ныхъ осей инерц1и. Действительно, зная углы а, |3, у оси враше- 
Н1я съ осями инерц1и и величину главныхъ моментовъ инерщи, мы 
опред'Ьлимъ изъ (291) или (291)' углы момента О съ этими осями, 
т. е. углы момента нашей пары; а затЬмъ, зная эти углы и углы 

22 
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ЛИН111 7 съ тЬми-же осями, легко вычислимъ коспнусъ угла 9. Найдя 
уголъ 9. мы разложпмъ пару = Мш8ш(М,со) на две: одну, рав- 
ную 118ШФ, въ плоскости ЛИН1И 7 и оси, и другую, Особ 9 — въ 
плоскости перпендикулярной къ г. Первая пара, вм'ёст!^ съ силою 
гсо^Хш даетъ силу, равную и параллельную только-что упомянутой, 

и приложенную на разстоянп! =~^ ^тъ центра инерщи. Мы оста- 
новимся на случать, когда лин1я г лежитъ въ плоскости пары, т. е. 
когда 8Ш9 = 1. Въ такомъ случаЬ сопротивлен1е оси выразится, 
если т^Ьло колеблется подъ дМств1емъ тяжести, силою 

ш'Ъп или по (379) : ^-'-^^^ {а,' - а^}, (394) 



приложенною, какъ вообще во всякомъ случа1Ь, на разстоян1и 

11 



(395) 



отъ центра инерц1и. Но, на основан1и (291): 

а=--^^^ч^, (396) 

ГД'Ь 

?Р =г. С082 3 СОЗ^ у {Н, ~ ЩУ + С082 у 008^' а (Яз — ^1? 
-х- С08^ а 008^ р {Щ ~~ //2)^7 

и при неизм*нномъ положен1и оси относительно осей инерЦ1и не 
изменяется. СлЁдовательно: 

и не изм'Ёняется во время движения. 

Разсмотримъ еще, въ видЬ примЬра, услов1Я равнов^Ьс1я, равно- 
мерно вращающагося маятника. Представимъ себе тяжелое твердое 
т1^ло, подвижное около горизонтальной оси, и вращающееся равно- 
мерно около н-Ькоторой вертикальной оси, не совпадающей съ его 
центромь тяжести. Найдемъ соотношен1е между угловою скоростш 
и угломъ X, на который лин1Я, представляющая растоян1е г центра 
тяжести отъ горизонтальной оси и при отсутств1и вращен1я совпа- 
дающая съ вертикальною осью, отклонится отъ этой последней при 
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вращеши. Примемъ для простоты вычислен1я, что горизонтальная 
ось параллельна оси инерц1и Н^, что ось инерц1и Н^ совпадаетъ 
съ лишею г, а ось инерц1и Н^ ей перпендикулярна. Тогда, обозна- 
чая черезъ а, ^, у углы главныхъ осей инерщи съ вертикальною осью 
вращен1я, мы будемъ им'Ьть, считая направлен1е оси вращен1я по 
направлен1Ю тяжести: 

С08 « =: 81П X 5 С08 |3 =г. С08 X , С08 ^ т: О , 

вслЬдств1е чего и на основан1и (291) заключаемъ, что направлен1е 
момента О будетъ параллельно горизонтальной оси и равно 

(Я^ — Яз) 0)2 81п X С08 X . (399) 

Моментъ центростремительной силы центра инерц1и около той-же го- 
ризонтальной оси, являющ1йся отъ вращешя около вертикальной оси, 
будетъ очевидно 

со^г^ 8ш X С08 Х2т . (400) 

Наконецъ, моментъ силы тяжести около горизонтальной оси будетъ 

дг^тУ.Ъп , (401) 

гд'Ь д есть ускорен1е тяжести. Легко вид'Ьть, что уголъ X будетъ 
сохранять постоянную величину при постоянной угловой скорости со, 
когда моментъ (401) будетъ равенъ сумм1Ь моментовъ (400) и (399), 
т- е. когда 

(Я, ~ Я, + ?) со^ С08 X = д^1.ш , (402) 

что и представляетъ искомое услов1е. 

Если въ начал-Ь вращешя лин1я г совпадаетъ съ осью враще- 
н1я, то всЬ три момента, (399), (400), (401), суть нули, и при даль- 
нМшемъ вращен1и лишя г остается неотклоненною. Но этого оче- 
видно не будетъ въ общемъ случае, когда ни одна изъ главныхъ 
осей инерщи не совпадаетъ съ лишею г. 



§ 51^ Ударъ свободныхъ абсолютно твердыхъ тЪлъ. 

Изм'Ьнен1е движешя т-Ьлъ посл-Ь ихъ удара другъ о друга долж- 
но очевидно обусловливаться только ихъ взаимною встр1Ьчею, не за- 
вися отъ дЬйств1я какой-либо посторонней силы. Поэтому, разсма- 
тривая два или н1^сколько соударяющихся свободныхъ т-Ьлъ, какъ 
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одну систему движущихся матер1альныхъ массь, мы должны прила- 
гать къ этимъ тЬламъ век т1^ заключен1я. который были выведены 
въ § 21— § 24, § 31, § 35 относительно общихъ свойствъ движе- 
н1я свободной консервативной системы. Другими словами, мы должны 
пр1йти къ заключен1ю, что какъ во время удара, такъ до и посл1^ 
него, останутся неизменными сл1^дующ1я величины: 1) геометриче- 
ская сумма количествъ движен1й всЬхъ матерхальныхъ точекъ систе- 
мы, или, что все равно, не изм'Ьнится двил1ен1е ея центра инерц1и, 
2) моментъ количества движен1Н, и 3) энерг1Я системы. Эта неиз- 
м1Ьнность будетъ вообще им'Ьть м1^сто независимо отъ того, происхо- 
дитъ-ли столкновен1е абсолютно твердыхъ тЬлъ, мягкихъ, упругихъ, 
или наконецъ жидкихъ и газообразныхъ. Разница будетъ только со- 
стоять въ способахъ вычислен1я тЬхъ количествъ, который должны 
оставаться неизменными: такъ, въ случае абсолютно твердыхъ т^Ьлъ, 
мы должны принимать во вниман1е только скорости поступательныхъ 
и вращательныхъ движен1й, кромЬ которыхъ другихъ и быть не мо- 
жетъ, по самому нашему опред1[^лен1ю таковыхъ тЬлъ; въ другихъ 
тЁлахъ, кромЬ упомянутыхъ скоростей, должны быть приняты въ 
разсчетъ скорости различныхъ частей одного и того же т'Ьла отно- 
сительно другъ друга. Въ дМствительности конечно мы не им^Ьемъ 
д'Ьла съ абсолютно твердыми т'Ьлами, когда наблюдаемъ столкновенге 
тЬлъ, отличаемыхъ назван1емъ твердыхъ; но тЬмъ не мен1Ье изсл1^- 
дован1е идеальнаго случая абсолютной твердости имЬетъ физическое 
значен1е, какъ изв1^стное приближен1е къ д^Ьйствительности, пли какъ 
разборъ существенныхъ чертъ явлен1я, при чемъ второстепенныя ка- 
чества предполагаются какъ-бы несуществующими. Подобное сообра- 
жен1е мы должны имЬть въ виду при выводахъ вс'Ьхъ нашихъ заклю- 
чен1й объ явлен1яхъ природы, ибо вообще вс'Ь устанавливаемые нами 
законы природы суть наши идеальный представлен1я, относящ1яся 
не ко всей совокупности наблюден1й и впечатл1^н1й, а только къ н1>- 
которому идеальному ихъ распредЬлен1ю. 

Неизменность трехъ упомянутыхъ величинъ, характеризуя вообще 
всякое дМств1е взаимныхъ силъ между массами системы, не относится 
сл1Ьдовательно только исключительно къ случаю ударовъ. Поэтому мы 
должны разыскать еще спещальныя услов1я, который отличили-бы случай 
ударовъ отъ общаго случая д1^йств1я какихъ-либо взаимныхъ силъ. 
Во первыхъ изъ са1маго опред'елен1я удара сл'Ьдуетъ, что пзмЬнен1е 
движен1я, обусловливаемое имъ въ каждомъ изъ соударяющихся телъ, 
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происходитъ мгновенно въ моментъ соприкосновен1я. Сл'Ёдовательно 
д1^йств1е удара на каждое т]^ло эквивалентно д'Ьйств1Ю Н'Ькотораго 
импульса; величина и моментъ этого посл1Ьдняго опред'Ьлятся оче- 
видно ириращешями величины и момента количествъ дБижен1я соот- 
в1Ьтствующаго т'Ьла. Во вторыхъ, такъ какъ упомянутые импуль- 
сы должны обладать свойствами взаимныхъ силъ, то каждому им- 
пульсу (или вообще каждой его части), приложенному къ одной точ- 
к'Ь, долженъ соответствовать равный и противоположный, приложен- 
ный къ другой точк'Ь. Въ третьихъ, за точки приложен1Я им- 
пульсовъ мы должны очевидно принять точки соприкосновен1я Т'ЬЛЪ 
при удар^Ё. Подъ соприкосновен1емъ т^ёлъ въ данной точк'Ь, т. е. подъ со- 
прикосновен1емъ поверхностей ихъ ограничивающихъ, подразумевается 
совпадете въ упомянутой точк'Ь элементовъ той и другой поверхности. 
Ударъ обусловливается сопротивленхемъ элемента одной поверхности 
перем'Ьщен1ю элемента другой по нормали къ первому элементу, напра- 
вленной внутрь того Т'Ьла, къ границЬ котораго этотъ элементъ прина- 
длежитъ. Поэтому, въ четвертыхъ, мы должны предположить, что 
ударные импульсы, проходя черезъ точки соприкосновен1я соударя- 
ющихся тЬлъ, направлены по внутреннимъ нормалямъ къ соотв'Ьт- 
ствующимъ поверхностямъ въ точкахъ соприкосновен1я. 



Вышеприведенный разсужден1я приложимъ къ случаю двухъ 
твердыхъ Т'ЬЛЪ, соударяющихся въ одной точкЬ. Обозначимъ черезъ 

М — массу перваго тЬла, 
Н^,Н^,Н^ — величины главныхъ центральныхъ моментовъ инерц1и, 
и, X), П), — слагаюпия скорости центра тяжести по главнымъ цен- 

тральнымъ осямъ инерц1и непосредственно до удара. 
р, ^, г, — слагающ1я угловыя скорости по тЬмъ-же осямъ до удара. 
Пх, Х)1, Шх — скорости центра тяжести посл'Ь удара, 
Рг^ Я.\-> '^\ — угловыя скорости ПОСЛ'Ь удара, 

^ — величину ударнаго импульса, приложеннаго въ точк'Ь 
соприкосновен1я и направленнаго по внутренной норма- 
ли къ поверхности т'Ьла, 
/, ш, п косинусы угловъ упомянутой нормали, а слЬдовательно 
и импульса, съ осями координатъ, т. е. съ главными 
осями инерц1и перваго т'Ьла, 
• ^, Ч, С — координаты точки соударен1я относительно т'Ьхъ-же осей. 
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ЗатЬмъ помня, что величины слагающихъ импульса по какимъ 
либо направлешямъ изм1Ьряютъ приращен1е слагающихъ по т'Ёмъ-же 
направлен1ямъ количества движен1я, и что моменты импульса соот- 
вЬтственно изм'Ьряютъ приращен1е моментовъ количествъ движен1я, 
мы будемъ им'Ьть: 

Л = М{\х^ ~ и) , ^т = Ж(г), — I)) , ^п г^ М(хо^ - га) , (403) 

^{п^-^:) = н,{^,~^). (404) 

Соотв1^тствующ1я величины для втораго т1Ьла обозначимъ т-Ьми-же 
буквами со значками наверху: М^\ Н',2Л^Р' и т. д., при чемъ осями 
координатъ будутъ главный центральныя оси инерц1и втораго тЬла; 
кром'Ь того величина ударнаго импульСа для втораго т1Ьла будетъ таже 
^, что для перваго, но направленная въ противоположную сторону, 
т. е. по внутренной нормали втораго т'Ьла, которая очевидно будетъ про- 
должентемъ нормали перваго т'Ьла, и, по отношешю къ этому посл-Ьдне- 
му, будетъ вн1Ьшнею. Такимъ образомъ мы получпмъ для втораго т'Ьла: 

Л'^Ж^ {и^^—п'), Лп'=31< (г)/-г)' ), 1п^=ЪГ (га,'— га'), (405) 

^{п^^с!~V^)^-^Н,{^^--(^), (406) 

^{V^| -т'Е') = Яз (г/ — г') . 

Уравнен1я (403) — (406), не опред'Ьляя еще вполн1Ь движен1я послЬ 
удара, позволяютъ сд'Ьлать н'ёсколько общихъ выводовъ. Предста- 
вимъ себ1Ь некоторую прямую, перпендикулярную къ нормали (/, ш, п)', 
пусть Л, [х, V будутъ косинусы угловъ этой лиши съ главными ося- 
ми инерц1и перваго т'Ьла, а л', [^\ V' — углы той-же лин1и съ осями 
инерц1и втораго т'Ёла. Тогда по услов1ю: 

1\ + т\х 4- п^) ^=^0 ^ ?'Х' + т'[/.' + ?^'V' = 0. 

Умножая урр. (403) соотв'Ьтственно на X, [л, V и складывая, а урр. 
(405) — на X', [л', V' и тоже складывая, мы получимъ, помня выше- 
упомянутыя УСЛ0В1Я перпендикулярности: 

}.(и,-и)-Ь[л(г),-^)^ + VСга1-га) = о, 

(40 

л' {\х^—\х^) + .аХ^/^ х)')+ V' (га;— гаО === о , 
откуда видимъ, что проложен1е приращен1я скорости центровъ инвр- 
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ц1й соударяющихся т*лъ на линш, перпендикулярную къ общей нор- 
мали Л1 стало-быть параллельную къ общей касательной плоскости, 
равно нулю; т. е. слагающхя поступательныхъ скоростей, параллель- 
ныя общей касательной плоскости, отъ удара не м1^няются; сл1эД0- 
вательно, ударъ изм1^няетъ только скорости центровъ инерц1и, пер- 
пендикулярныя къ упоз1янутой касательной плоскости. 

Если нормаль въ точк1^ касан1я проходитъ черезъ центръ инер- 
ц'ш ударяющагося т'Ёла, положимъ перваго, то очевидно: 

-^- = 1^1, 

I ш п ' 

всл^дств1е чего л1эвыя части урр. (404) обращаются въ нули, и 
мы им'Ьемъ: 

р,=р, Яг^^д., г^^^-г; 
т. е. въ такомъ случать угловая скорость ударяющагося т1Ьла не из- 
меняется отъ удара. Тоже самое скажемъ и о второмъ тЪл^. Въ 
однородном^ шар'Ь всякая нормаль направлена къ центру инерц1и; 
сл'Ьдовательно, при удар'Ь однородныхъ шаровъ другъ о друга или о 
друг1я тЬла м'Ьняются только скорости ихъ центровъ, а вращен1я 
остаются неизм1Ьнными. 

Умножая урр. (404) соотв'Ьтственно на /, ш, п и складывая, а 
урр. (406)— на /', ш\ п\ мы получимъ: 

Щ (Рг - 1> ) + шН, {а, - д) -I- пН, (г, - г) гг. О , 

откуда заключаемъ, что моменты количества движен1Я, зависящ1е отъ 
вращательнаго движен1я и прибавляющ1еся посл'Ь удара къ соотв^т- 
ственнымъ моментамъ того и другаго т'Ьла, параллельны общей ка- 
сательной плоскости въ точк1Ь соприкосновен1я. 

Приведенныя выше дв1Ьнадцать уравнешй, (403)— (406), содер- 
жатъ тринадцать неизв^Ьстныхъ: Цх, Х)1, Шх, Рх, ^^, г^, и/, 1д^, ш/, 
Рг^ 9'Л ^Ч'> ^^ ^^^ опред'Ьлен1я которыхъ мы должны прибавить три- 
надцатое уравнен1е, выражающее неизм'Ьнность инерг1и *), т. е. — од- 
ной только кинетической энерг1и, ибо потенц1альная энерг1я для 
твердыхъ т'Ьлъ, не д'Ьйствующихъ другъ на друга во все время дви- 
жен1я, равна по § 45 нулю. Припоминая выражен1е кинетической 



*) Неизм'Ьнность количества движен1я обоихъ т'Ьлъ и момента выражается, 
какъ легко видеть, предыдущими уравнен1ями. 
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энерпи твердаго тЬла (225) и полагая приращен1е кинетической 
энерг1и обоихъ т^лъ равнымъ нулю, мы получаемъ: 

^ ^ Ж' {и^'^ — и'2) + (01'^ — 13'^) + (ш^'^ - го'^ ) 

Уравнен1Ю (408) можно дать еще другой видъ, выражая на основа- 
нш (121)' (§ 33) приращен1е кинетической энерг1и съ помощ1ю ра- 
боты импульса. Такъ какъ импульсъ ^ приложенъ къ одной точкЬ, 
то суммован1е въ ур. (121)' должно быть опущено. Называя че- 
резъ и, V, IV, и^, V^, гс^ слагающ1я скорости до и посл'Ь удара точ- 
ки соприкосновешя перваго т'Ьла и черезъ т'Ьже буквы со значками — 
скорости точки соприкосновен1я втораго т'Ьла, мы будемъ им1^ть, 
опред1Ьдивши по (121)' работы импульса ^, д^йствующаго на первое 
ТЕЛО, и такого-же импульса </, дМствующаго на второе т'ёло: 



^'^^-^^- + ш -^ц— + п - --^у 

ч 2 2 2 у 



(409) 



или такъ какъ на основан1и (198) (§ 45): 

и г ~ и + Г7) — ^^, и т. п., 

«1= и1+Г17)— ЗгС, и т. п., 

и' = и' + ^'"(^ — з'с'' и '^'- "■ ' 
то ураБнен1е (409) можетъ быть представлено въ вид'Ь: 

г [и^ + и + Г1 (г, + г) - ^ (^^ + з)] 
-4- т [1)1 + О + ^ 0^1 -л-р) — 1. {г^ 4 г)] 

^ и [11)1 + то + 5 (?1 + 5) - Г; ин + Р)] С*^'^) 

+ V [и^' + и' + г/(г и- г') - ::' (д/ +2')] 
л-т' [О/ + С + с'О^х'+Р') - ^ (г^ -4- г')] 
+ п' [«!-+ ТО'+ 5Ч21Ч- 3') - гЦр'+р')] = О *) . 



*) Уравнения (409) и (410) можно непосредственно получить изъ (408), на 
основании урр. (403)— (406). 
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Обозначая черезъ Уи У^, для перваго тЬла до и после удара, 
проложен1я скорости точки соприкосновен1я на направлен1е нормали 
къ поверхности т'Ьла въ той-же точк1>, а черезъ Р и Т^ — подоб- 
ныя-же скорости по тому-же самому направлен1ю для втораго т'Ьла, мы 
будемъ им1Ьть: 

1'и^-\-т^д^-\-пН€^^г^-::т1У и. т. д., 

всл'Ьдств1е чего ур. (410) дасть: 

7-Г^-(^,-7,'), (411) 

откуда видимъ, что относительная скорость точекъ соприкосновен1я 
по нормали сохраняетъ свою величину посл'Ь удара, но м'Ьняетъ при 
этомъ свой знакъ. 

• — --ь-жч— 

Если соударяющ1яся матер1альныя системы не обладаютъ свой- 
ствами абсолютно твердыхъ тЬлъ, т. е. не представляются неизм'Ь- 
няемыми, то вообще всЬ вышеприведенныя уравнен1Я перестаютъ 
им^ть значен1е, ибо ими не будутъ уже выражаться законы сохранен1Я 
количества движешя, его момента и сохранен1я энерг1и; а движен1я си- 
стемъ не будутъ состоять только изъ поступательныхъ и вращатель- 
ныхъ. Въ частныхъ случаяхъ однако н'Ькоторыя изъ прежнихъ урав- 
нен1й могутъ сохранять свои значен1я. 

Урр. (403) и соотв-Ьтственно (405) всегда будутъ имЬть зна- 
чеше, если подъ скоростями и, и' и т. д. мы будемъ подразум^Ьвать 
строго скорости центра инерц1и, а не той матер1альной точки, ко- 
торая совпадала центромъ инерц1и системы до удара. Оба упомяну- 
тыя П0НЯТ1Я однозначны въ случаЬ неизм-Ьняемой системы, когда 
центръ инерц1и не измЬняетъ своего положен1я относительно различ- 
ныхъ частей системы, но д'Ьлаются различными, когда части системы 
подвижны. Однако можетъ случиться, что посл1Ь перемЬщен1Й, выз- 
ванныхъ ударомъ, центръ инерц1и претерп-Ьвшей ударъ системы не 
изм'Ёнитъ своего положен1я относительно ея частей. Тогда урр. (403) 
и (405) будутъ им'Ьть силу въ томъ-же значен1и, какъ для твердаго 
т^ш\ т. е. скорости и, г), и т. д. будутъ относиться къ одной и 
той-же матер1альной точк1Ь системы до и послЬ удара. 

Подобнымъ-же образомъ урр. (404) и (406) только тогда мо- 
гутъ быть прим'Ьнены къ т'Ьламъ, деформирующимся при ударЬ, когда 
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моментъ количествъ движен1й, обусловливаехмый всякими другими пе- 
рем1^щешями частей т^лъ, кромЬ поступателькыхъ и вращательныхъ, 
для каждаго тЬла определится равнымъ нулю до и посл'Ь удара. 

Что касается до уравнен1я (408), то оно ни въ какомъ слу- 
ча1^ не выразитъ неизм'Ьнность энерг1и, если только посл^ удара бу- 
дутъ им'Ьть м1Ьсто иныя новыя движен1я, сверхъ поступательныхъ и 
вращательныхъ, ибо величина кинетической энерг1и этихъ движен1й, 
выражаясь суммою существенно положительныхъ членовъ, можетъ 
быть равна нулю и не им1^ть ВЛ1ЯН1Я въ ур. (408), только когда 
каждый членъ суммы равенъ нулю, т. е. когда каждая изъ лишнихъ 
скоростей каждой точки равна нулю. Итакъ, чтобы вычислить дей- 
ствительный величины кинетической энерг1и до и после удара, нуж- 
но знать скорости частей ударяющихся т1->лъ относительно другъ 
друга для каждаго т1Ьла. Но вычислить упомянутый относительныя 
скорости мы можемъ только тогда, когда намъ изв1Ьстенъ вполне 
механизмъ скрЬплен1я частей даннаго тЬла другъ съ другомъ, что 
не всегда им'Ьетъ м'Ьсто. Т1^мъ не мен1^е на основан1и нЬкоторыхъ 
онытовъ мы можемъ сд1^лать заключен1е, если не о механизм1^ 
строен1я ударяющихся т'Ьлъ, то о соотношен1и между величинами 
ихъ видимой кинетической энерг1и до и послЬ удара. Именно, еще 
Ньютонъ наблюдалъ изм1^нен1е скоростей при удар'Ь тЬлъ неабсолют- 
ной твердости, и нашелъ, что относительныя скорости шаровъ изъ 
различнаго матер1ала при центральномъ удар1^ не остаются одн1^ и 
т'Ьже по велрЛин^Ь до и посл^ удара, но для шаровъ изъ одного и 
того-же матер1ала сохраняютъ однако другъ къ другу постоянное от- 
ношен1е. Поздн'Ьйш1Я наблюден1я подтвердили это заключен1е Ньютона: 
такъ, для шаровъ изъ прессованой шерсти уменьшен1е величины от- 
носительной скорости поел Ь удара найдено въ -^ разъ, для желкза— 

15 „ 

почти тоже самое, для стекла — въ ^^ разъ. Перенося упомянутое 

опытное заключен1е на относительныя скорости по нормалямъ точекъ 
соприкосновешя ударяющихся т1^лъ, и называя черезъ е коАффиц1ентъ 
уменьШешя этой скорости (к о еффиц 1 ентъ возстано в л ен1я), 
при чемъ всегда в<1, мы можемъ зам'Ьнить для случая неабсолют- 
но твердыхъ т1Ьлъ ур. (411) слЬдующимъ: 

е^Г- Г') = ^[Г,- Г,0 , (412) 

всл'Ьдствхе чего урр. (409) и (410) должны быть изм'Ьнены, и вс1^ 
величины, которыя въ нихъ относятся ко времени до удара, должны 
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быть помножены на е; т. е. величины: и, I) . . .^:), д . . . и', У)'. . .р\ д^ и 
т. д. должны быть зам1Ьнены черезъ: е\х, еУ) , . . ер, ед. . , и т. д. 

Если 6=0, т. е. если слагающ1я скорости точекъ соприкосновен1я 
по общей нормали д1Ьлаются посл1^ удара одинаковыми, то т-Ьла на- 
зываются абсолютно мягкими. Предположимъ, что два мягк1я тЬла, 
столкнувшись, ИЗМЕНИЛИ свои прежн1я поступательныя и угловыя 
скорости \х. . .р . ..\х\. .р\ . . на скорости \х^. . .р^. . .\х^, . .р^. . .\ 
тогда, какъ выше сказано, соотношешя между скоростями до и по- 
сл'Ь удара опред1Ьляются урр. (403)— (406), и кром'Ё того— сл1^дую- 
щимъ уравнен1емъ, которое получается введен1емъ въ ур. (410) мно- 
жителя е ^= 0\ 

I {\Х, + г,г^ - - г;^, ) 4- т (I), + ^р^ ~ Ь\) 

+ Г(и,'+Г1'г,'-^У,) 4- ш^[У^^-т:!р^-^г^) (413) 

-^п{xо^-\-'^^^—'^^р^) = о. 
Изъ тринадцати урр. (403)— (406), (413) опред1^лится, кром1^ дв'Ё- 
надцати величинъ, относящихся къ скоростямъ, еще величина импуль- 
са ^. Найдя эту посл'Ёднюю величину, предположимъ, что на каждое 
изъ ударившихся т'Ьлъ непосредственно посл'Ь мягкаго удара подМ- 
ствовалъ импульсъ е^, приложенный къ ихъ соприкасающимся точкамъ 
также, какъ прежде ^. Всл1Ьдств1е такого импульса скорости \х^, ..р^. . . 
\х^...р^ обратятся въ и2..^^2•••и2^ ..1>2'---. при чемъ, такъ какъ 
величины и моментъ импульса изм^ряютъ величину и моментъ при- 
ращен1я количества движен1я, мы будемъ им1^ть сл'Ьдующ1я соотношен1я 
между величинами 1 и 2- 

еЛ = Ж(и2 — ГЦ) , е^т = М[}).^ — V^) , е1п = М[т, - 1Г),) , 

е1(п1 — 1^) ^.Н^^^^ — ^^) , (414) 

ж подобныя-же уравнешя для другаго т1^ла. Складывая урр. (414) и 

имъ подобныя съ соотв1Ьтствующими урр. (403)— (406), мы находимъ: 

(1 -\'е}Л = М(\1, - Ц) , (1 + е) ^ш =: Ж(г), — Х)) , 

(1 + 6)^1 = Ж (^2 — Щ , 

(1 + е)Л (т;- пт^) -.^ Я, [р, -р) , 

(1 + е) ^т^п\ ~ '?^) = Щ (д^ — ^) , (415) 

(1 + е) Лг (1г^ —т\) = Н^ {г^ - г) , 
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и подобныя-же уравнен1я для втораго тЁла. КромЬ того изъ гЁхъ- 
же урр. (414), (403) — (406) мы находимъ, что 

е(п-\Х)=И-П,, е{д,-^]'-=^^,-\),, е{Щ-тУ-г^го,-'10,, 

(41Ь) 

е (р^-р) ^-р.~Рг •> '^ (^1 — а) ^= Ъ —9.1 -> Ч^ — ^)=^2 — ^1 ^ 

и подобныя-же уравнешя для втораго тЁла. Изъ урр. (416) и имъ 
подобныхъ мы получаемъ, на основан1и ур. (413), изъ котораго 
исключимъ ВСЁ величины со значками ^ внизу: 

I [Щ -{-еП-гГ1 (Г2 -г-ег) — С (^2 "^ Ч)] 
-г- т [1)2 + б^ + С (2^2 -Г ер) — 1 (г^ -г ег)\ 
-I- п\ХО^-гШ +1{(1^-^ еа)~т^{р^^ ер)\ (417) 

-г ш[Х)2' + еХ\^ 4- ^' (Р2 Ч- ер<) ~ ;' {г^^ -г ег')] 
-г п' [Ш^' + вШ' + ;' (^2' + ^(20 - V О^2'+^^^0] == ^• 
Уравненге (417) есть ничто иное, какъ услов1е (412), въ кото- 
ромъ С0СТ0ЯН1Ю т'Ёлъ посл'Ё удара соотв'Ётствуетъ теперь состоян1е 
посл'Ё втораго импульса е^, Другими словами, если-бы разсматри- 
ваемыя т'Ьла не были абсолютно мягкими, то после удара другъ о 
друга они пр1обр'Ьли-бы так1я-же скорости, как1я они пр1обр1Ьтаютъ, 
будучи абсолютно мягкими, отъ совм'Ёстнаго дМствхя удара и доба- 
вочнаго импульса е^. Такимъ образомъ, д1Ьйств1е удара при столкно- 
вен1и неабсолютно твердыхъ т'ёлъ мы можемъ представить себ-Ь рас- 
падающимся на два безконечно малые, непосредственно другъ за 
другомъ слЁдующ1е пер1оды: въ первомъ пер10Д'Ё т^Ёла сдавливаютъ 
другъ друга съ силою импульса ^; при этомъ очевидно они деформиру- 
ются, и относительная скорость» ихъ точекъ соприкосновен1я умень- 
шается до нуля; въ результат-Ё пр1обр'Ётается ими такое движен1е 
(или импульсъ къ такому движен1ю), какъ будто-бы они были абсо- 
лютно мягкими: но это пр1обр'Ётенное движен1е не остается за ними, 
а тотчасъ-же м1^няется во второмъ пер1од'Ё удара, когда т'Ёла, воз- 
вращаясь къ своему прежнему виду подъ д'Ёйств1емъ упругихъ силъ, 
вызванныхъ деформащею, продолжаютъ давить другъ на друга съ 
силою меньшаго импульса е^, при чемъ относительная скорость ихъ 
точекъ соприкосновен1я продолжаетъ убывать, принимая значешя 
меньш1я нуля, т. е. иначе — возрастаетъ, перем'Ёнивши знакъ; это из- 
м1^нен1е скорости продолжается до тёхъ поръ, пока она не приметъ 
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величину в-кратную первоначальной скорости, но съ обратнымъ .зна- 
комъ. Въ частномъ случа1Ь, когда в^=1, т'Ьла давятъ другъ на дру- 
га также во второмъ пер1од'Ь удара, какъ и въ первомъ, и ихъ точ- 
ки соприкосновен1я пр1обр1Ьтаготъ наконецъ первоначальную относи- 
тельную скорость, но только съ обратнымъ знакомъ. Так1я т'Ьла на- 
зываются абсолютно у п р у г и м и и результатъ ихъ соударен1я оче- 
видно тотъ-же, какъ и абсолютно твердыхъ тЬлъ. Абсолютно упру- 
Г1Я т'Ьла хотя и деформируются во время удара; но какъ до него, 
такъ и послЬ, точки ихъ не отличаются никакими иными скоростя- 
ми кром'Ь такихъ, как1я свойственны абсолютно твердымъ т'Ьламъ; 
отсюда и тождество послЁдств1й удара. Вообще как1я-бы ни сталки- 
вались системы и какими-бы скоростями ихъ матер1альныя точки не 
обладали, результатъ ихъ столкновен1я будетъ очевидно тотъ-же са- 
мый, какъ абсолютно твердыхъ т1^лъ, если при удар'Ь не изм1Ьнится 
относительное движен1е точекъ каждаго т'Ьла отдельно, и ударный 
импульсъ будетъ им'Ёть вл1ян1е только на поступательный и вращатель- 
ныя движен1я *). Въ иныхъ случаяхъ упомянутыя внутренн1я дви- 
жен1Я подлежатъ вычислен1ю и изм^Ёренпо, какъ наприм1Ьръ, при от- 
носительномъ перем1Ьщен1и частей упругихъ или жидкихъ т1Ьлъ: въ 
другихъ случаяхъ не представляется достаточно данныхъ для ихъ 
опред1^лен1я; но т'Ёмъ не мен1Ье и тогда ихъ существован1е не подле- 
житъ сомн1Ьн1ю, если коеффиц1ентъ е при ударЬ отличенъ отъ единицы, 
ибо въ такомъ случа'Ь существующая убыль кинетической энерг1и 
видимаго движен1я должна по закону сохранен1я энергш пополниться 
или кинетическою энерг1ею новаго какого-либо движен1я, положимъ 
для насъ непосредственно и незам15Тнаго, или приращен1емъ потен- 
ц1альной энергш, которое опять впосл1^дств1и можетъ превратиться 
въ кинетическую энерг1ею. Наблюдая, что при удар1Ь неабсолютно 
твердыхъ и упругихъ т1^лъ убыль кинетической энерг1и видимаго 
движен1я всегда сопровождается ихъ нагр1Ьван1емъ, и притомъ — всег- 



*} некоторые авторы.) какъ Ротззоп. и Ро1П8оЦ допуская возможность сохра- 
нен1я абсолютной величины относительной скорости точекъ соприкосновен1я толь- 
ко при удар'Ь абсолютно упругихъ т'Ьлъ, считаютъ вопросъ объ удар* абсолют- 
но твердыхъ т'Ьлъ неопред1^леннымъ, ибо не обращаютъ вниман1я на необходи- 
мость приложен1я къ этому случаю закона сохранен1я энерг1и. Пока настоящее 
сочннен1е приготовлялось къ печати., въ К1евскихъ Унив. Изв'Ьст1яхъ (№ 1, № 3, 
1883 г.) появились статьи Ф. и Н. Мацонъ., въ которыхъ высказываются тЪже., 
несколько отличные отъ общепринятыхъ., взгляды на ударъ абсолютно твердыхъ 
т'Влъ, какъ и въ настоящемъ параграФ-Ь. 
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да въ опред'Ёленномъ отношен1и къ убыли энерг1и, мы приходимъ 
къ заключешю объ зквиваленц1и тепла и энерг1и, къ представлен1Ю 
о тепловомъ состоян1и, какъ о состоян1и движен1я, о чемъ будемъ 
имЬть случай при дальн'Ьйшемъ изложен1и говорить подробн'Ье. 

Ударъ твердаго т-Ьла объ абсолютно неподвижную поверхность 
представляетъ частный случай удара двухъ твердыхъ тЬлъ. ДМстви- 
тельно, мы можемъ представить себ'Ь данную неподвижную поверх- 
ность, какъ границу н'Ёкотораго твердаго тЬла безконечно большой 
массы, которое до удара находится въ покоЬ и съ которымъ стал- 
кивается другое т'Ьло конечной массы. Къ такому случаю будутъ при- 
ложишь! урр. (403) — (406), въ которыхъ должно массу одного изъ 
тЬлъ, положимъ втораго, и сл1Ьдовательно его моменты инерц1и при- 
нять безконечно большими. Но разм-Ьры втораго тЁла н1^тъ надобно- 
сти при зтомъ предполагать безконечными. Такъ какъ первое т-Ьло 
конечной массы получаетъ по предположен1ю конечныя изм'Ьнен1я 
своей скорости, то величины импульса ^ и его момента должны 
остаться конечными. Сл-Ьдовательно, д'Ьля правыя и л'Ьвыя части урр. 
(405), (406) соотв'Ьтственно на безконечно больш1я величины М\ 
Н^\ Н^, Но\ мы получимъ въ лЬвыхъ частяхъ безконечно малыя 
величины, и пр1йдемъ къ заключен1ю, что 

и/ — п^ = Х)1' — X)' := ш^' — Т13' ^р^—р^ = (11 — ^' = ^1 — '^' = ^^ . 
т. е. что, второе т'ёло не измЁнитъ своего движен1я, и останется 
въ поко-Ь посл'Ё удара, если было въ таковомъ до удара. Сл'Ёдова- 
тельно, если масса одцого изъ сталкивающихся х%жъ безконечно ве- 
лика, то это т-Ьло, будучи неподвижно, производитъ во время удара 
д'Мств1е неизм1Ьняемой преграды. Такимъ образомъ, въ случаЬ удара 
твердаго тЬла о неподвижную поверхность семь подлежащихъ опре- 
д'Ьлешю величинъ: Пх, Х)1, 1Г)1, ]р^, €[^, г^, ./, найдутся изъ шести урр. 
(403) и (404), къ которымъ должно быть присоединено еще ур. 
(411), обращающееся при данномъ случа-Ь, когда У^=:У^'^= О, въ 

или (418) 

I (и -г г/1) -[- ^п (о -г ^х) -г ^^ («^ + ^«^1) === О , 
откуда видимъ, что скорость точки соприкосновен1я, перпендикуляр- 
ная къ неподвижной поверхности, посл-Ё удара изм1Ьняетъ свое на- 
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правлен1е въ прямо противоположное, сохраняя прежнюю абсолютную 
величину. 

Пусть >§>5 будетъ слЁдъ элемента поверхности, о который уда- 
ряется т'Ьло (рис. 82), Л>— направлен1е и величина скорости точки 
соприкосновен1я. Разлагая эту скорость на дв'Ь: нормальную ЛN и 
тангенциальную Л1\ и зам1^чая, что по ур. (418) 
первая изменится посл'Ь удара въ прямо проти- 
воположную и равную ^-^1, а вторая останется 
прежнею, мы получимъ величину и направлен1е 
скорости точки соприкосновен1я послЬ удара, 
представленную лин1ей ЛВ^, лежащею въ одной 
плоскости съ нормалью -?V^1^V^, при чемъ уголъ 
N^ЛВ^ равенъ углу NЛВ. 

Если нормаль въ точк'ё касан1я проходитъ 
черезъ центръ инерц1и ударяющагося тЬла, то уравн. (418) им'Ёетъ 
также МЕСТО и для скорости центра инерц1и, которая представляетъ 
собою въ тоже время поступательную скорость точекъ тЬла. СлЬдо- 
довательно, въ такомъ случа'Ь мы приходимъ тоже къ заключен1ю, 
что поступательный скорости до и посл'ё удара будутъ лежать въ 
одной плоскости съ нормалью и образовать равные углы съ обоими 
противоположными другъ другу направлен1ями по этой посл'Ьдней. 
Плоскости, въ которыхъ лежатъ скорости до и посл'ё удара, и нор- 
маль, называются плоскостями паден1я и отражен! я; соотв'Ьт- 
ственные углы съ нормалью — углами паден1я и отражен! я. 
Итакъ, для точки соприкосновен1я всегда плоскости 
паден1я и отраженья совпадаютъ другъ съ другомъ, а 
углы паден1я и отражен1я равны другъ другу. Для по- 
ступательныхъ скоростей тотъ-же самый законъ будетъ имЬть м-Ьсто, 
только когда нормаль проходитъ черезъ центръ инерц1и; но при этомъ 
плоскость отражен1я поступательной скорости вообще конечно не 
совпадетъ съ плоскост1ю отражен1я скорости точки касан1я. 

Въ случа'Ё неабсолютно упругаго т^Ьла ЛЖ^ = еЛЖ (рис. 82); 
но такъ какъ все таки Ж^В[ = 1\[В, то 

^^I^,ЛВ,^NЛ ' N,А ~~ е' ^ ^ 

т. е. въ такомъ случа1Ь плоскости паден1я и отражен1я совпадаютъ, 
и тангенсы угловъ паден1я и отрай;ен1я находятся въ постоянномъ от- 
ношенш. 
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Наконецъ легко видЬть, что при ударЬ абсолютно твердаго тЬ- 
ла о неизм'Ённую поверхность его кинетическая энерг1Я не иш'Ь- 
няется, ибо работа импульса ^ равна нулю, какъ это видно изъ вто- 
раго ур. (418), котораго л'Ьвая часть, умноженная на ^ о, предста- 
вляетъ работу импульса. Величина геометрической суммы количествъ 
движен1я и ихъ моментъ очевидно въ данномъ случае нолучаютъ 
приращен1я, слагающ1я которыхъ и опредЬляются непосредственно 
уравнен1ями (403), (404). Наоборотъ урр. (403), (404), (418) мо- 
гутъ быть выведены непосредственно, независимо отъ р'Ёшен1Я во- 
проса объ удар^ двухъ т'ёлъ, если мы обратимъ вниман1е на то, что 
неизм1^нная поверхность должна представлять сопротивлен1е всякой си- 
л1^ д'Ьйствующей къ ней перпендикулярно, и что ударъ не изм1^няетъ 
энерг1Ю системы. 

Для примЬра вычислимъ скорости посл'Ь удара въ томъ случа1^, 
когда нормаль въ точкЬ соприкосновен1я двухъ соударяющихся т'ёлъ 
проходитъ черезъ ихъ центры инерц1и. Выберемъ координаты такъ, 
чтобы одна изъ осей, положимъ ось ж-овъ, совпадала съ нормалью 
въ точк1Ь соприкосновен1я. Эти оси вообще не будутъ параллельны 
главнымъ центральнымъ осямъ инерц1и того или другаго тЬла; но 
въ случа^^ однородныхъ шаровъ, такая параллельность будетъ всегда 
им^^ть м^Ьсто, ибо для однороднаго шара моменты инерц1и одинаковы 
относительно вс1^хъ осей проходящихъ черезъ его центръ. Кром'Ь 
того пусть обЬ системы координатъ, къ которымъ относятся урр. 
(^403)— (406), будутъ параллельны другъ другу, и ось ^^-овъ одной 
системы служитъ продолжешемъ той-же оси другой. Въ такомъ слу- 
ча1^ мы должны въ упомянутыхъ уравнен1яхъ принять: 

/ гг. 1 , т = п :=-- т' --^ п^ ^-0, ?' ^- — 1 , г^ = :^ = г^ ^г^^О, 
всл1Ьдств1е чего получаемъ: 

• "0^— х)^^ га/— п)'— ^9/— ^У= ^^— д'= ^1^— >''" О , 

т. е. изв1^стный уже результатъ, что угловыя скорости и поступа- 
тельныя скорости, перпендикулярныя къ нормали, не изменяются уда- 
ромъ. Кром'Ь того первыя изъ урр. (403) и (405) дадутъ: 

М{\Х, - 11) == -- Ш (и/ - и') , (421) 
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а ур. (412) дастъ: 

е (ц — и') =-- — (и^ — и/) . (422) 

Изъ этихъ двухъ уравнен1й получаемъ: 



и 



1 '" ^ " "' 71/- X. М' 



М+-31' 



, _ 31' И' + Жц — е31 ( Ц' — и ) 



(423) 



' " ' Ж+ж' * 

Если М=М\ и е = 1, то 

Щ= Ц', и/1= Ц; (424) 

т. е. т'Ьла обм1^ниваются своими скоростями. 

Полныя результируюиця скорости посл'ё удара мы найдемъ, скла- 
дывая найденныя въ урр, (423) съ оставшимися неизм'Ьнными скоро- 
стями х), из, для одного т1^ла, и Г)', п)', для другаго. 

Обратимся теперь къ случаю, когда сталкиваются н^Ьсколько 
тЬлъ, при чемъ каждыя два т1^ла ударяются другъ о друга вообще 
н1зСК0лькими точками. Тогда на каждое изъ т'Ьлъ будетъ действовать 
во время удара столько различныхъ импульсовъ, сколько есть то- 
чекъ, которыми это т'Ьло соприкасается съ другими. Число различ- 
ныхъ импульсовъ, д'Ьйствующихъ на вс1^ т^ла, будетъ равно удвоен- 
ному числу всЬхъ общихъ точекъ сопрпкосновен1я, при чемъ эти 
импульсы будутъ попарно равны и противоположны другъ другу, 
направляясь по нормалямъ въ точкахъ соприкосно15ен1я. Такимъ обра- 
зомъ, выбирая для каждаго т'Ьла оси коордипатъ по главнымъ цен- 
тральнымъ осямъ инерц1и, мы будемъ прежде всего им'Ьть для каж- 
даго тЬла сл'Ьдующ1я уравнен1я, подобныя (403) и (404): 

IV/ =г 31(П^ — Ц) , Цт гг. Ж( Х), — 13 ) , 1Лг з.:г Ж (т, — Ю) (425) 

'^1{ш^—пт1 ) = Н^ (р^ —р) , 

у.^{п^ - г^ ) ^- н, {а, -^- а) , (426) 

I.^{^^^.-т^) = Н,{^, -г), 

при чемъ суммы берутся по различнымъ точкамъ соприкосновен1я 
т1зла съ другими т'Ьлами, и, для каждаго члена суммы, будутъ соот- 
в-Ьтственно различны величины импульсовъ, коордипатъ точки сопри- 

23 
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косновен1я и косинусовъ угловъ нормали съ осями координатъ. Въ 
каждую изъ такихъ системъ шести уравнен1й, кром'Ь шести соотвЬт- 
ствующихъ неизв'Ьстныхъ ц^, аз^, У^^ Рг, ^^, г^, войдутъ еще неизв'Ьст- 
ные импульсы, которые останутся во вс1^хъ системахъ уравнен1Й 
неопред1эленными, и могутъ быть произвольными, въ числ1>, равномъ 
количеству общихъ точекъ соприкосновен1и соударяющихся ' другъ 
съ другомъ т'Ьлъ. Но на основан1и закона сохранен1я энерг1й ра- 
бота вс1^хъ импульсовъ должна быть равна нулю, ибо импульсы, ка- 
кой-бы величины они ни были, попарно равны и противоположны 
другъ другу; поэтому мы будемъ имЬть еще услов1е, подобное (409): 

\т[1 {щ + и) -\- V {и^ -\~ и') + ш (V^ + V) -\- т^ {V^^ + г;') 

+ п {щ + ^) + ^' {^1 '^~^)} = 0, ^^27) 

или 

гд']Ь каждый членъ суммы относится къ соотв'Ьтствующей точк'Ь со- 
прикосновешя двухъ т1^лъ. Для различныхъ точекъ соприкосновен1я 
величины, ВХ0ДЯЩ1Я подъ знакъ суммы въ л1^вой части ур. (427), 
будутъ вообще различны независимо отъ того, принадлежатъ-ли различ- 
ный точки сонрикосновен1Я, къ которымъ эти члены относятся, одной 
и той-же пар'Ь т^Ьлъ, или разнымъ парамъ. Такъ какъ услов1е (427) 
должно удовлетворяться, как1Я-бы ни были величины различныхъ 
импульсовъ, то мы заключаемъ, что множители при различныхъ про- 
извольныхъ пока величинахъ ^ должны независимо другъ отъ друга 
обращаться въ нули, всл'Ьдствье чего получаемъ рядъ уравнен1й вида 

7— Г = ~-{Г,~ Г/), (428) 

число которыхъ будетъ равно числу точекъ соприкосновен1я, т. е. чи- 
слу оставшихся неопред1Ьленными величинъ импульсовъ. Такимъ об- 
разомъ, системы уравненШ, вида (425), (426), (428), опред'Ёлятъ всё 
неизв-Ёстныя величины, необходимый для р'Ьшен1я разбираемаго во- 
проса. 

Къ тому-же результату мы пр1йдемъ, если примемъ, что вс1Ь 
удары совершаются не одновременно, но въ безконечно быстрой но- 
сл1Ьдовательпости, одинъ за другимъ, черезъ безконечно малые про- 
метутки времени. Такъ, мы предположимъ, что первое тЬло спер- 
ва ударяется одною своею точкою объ одно т-Ьло; зат-Ьмъ дру- 
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гою — о другое т-Ьло, или о тоже самое; зат'Ьмъ посл'Ьдовательно 
объ остальныя; наконецъ, можетъ быть снова н']^сколько разъ — о т'ё- 
же самыя т'Ьла, въ прежнемъ или иномъ какомъ порядк'Ь, и такъ да- 
л Ье; тоже самое относительно другихъ т'Ьлъ до т1Ьхъ поръ, пока они 
пр1обр1^тутъ окончательный скорости, обусловливающ1я разъединен1е 
соприкасавшихся элементовъ. Въ такомъ случа-Ь очевидно, каждый 
изъ импульсовъ ^ будетъ слагаться изъ опред'Ёленнаго числа мень- 
шихъ импульсовъ по тому-же самому направлен1ю, и въ наши урав- 
нен1я войдетъ такое-же число отд'Ёльныхъ неизвЁстныхъ суммъ, 
сколько прежде было неизв'Ьстныхъ импульсовъ ^\ но очевидно так- 
же, что ни одно изъ отд1Ьльныхъ слагаемыхъ каждой суммы не явится 
въ упомянутыхъ уравн:ен1яхъ множителемъ или д-Ьлителемъ врознь 
отъ другихъ слагаемыхъ той-же суммы; сл'Ёдовательно, введен1емъ 
ббльшаго числа посл-Ьдовательныхъ импульсовъ число неизв'Ёстныхъ, 
подлежащихъ исключен1Ю изъ нашихъ уравнсшй для опред'Ьленхя 
искомыхъ окончательныхъ скоростей, не увеличится, ибо исключать- 
ся будутъ не отд-Ёльные вновь введенные импульсы, но ихъ суммы, 
въ числ'Ё равномъ количеству общихъ точекъ соприкосновешя. 

Для прим'Ьра представимъ себ'Ь рядъ т-Ьлъ, центры инерщи ко- 
торыхъ расположены на одной прямой, и притомъ такъ, что эта пря- 
мая совпадаетъ со вс^Ьми нормалями въ точкахъ соприкосновения 
упомянутыхъ т'Ьлъ. Пусть два крайн1я т1^ла ряда обладаютъ посту- 
пательными скоростями и и и^"^; а промежуточныя п — 1 т-Ьлъ до 
удара находятся въ поко1^, или вообще обладаютъ поступательными 
скоростями, перпендикулярными къ общей нормали, и угловыми 
скоростями, при чемъ скорости того и другаго рода отъ удара не 
изменяется. Если выберемъ оси координатъ, какъ въ первомъ нрим'Ь- 
Р'Ь, то импульсы, д'Ьйствующ1е на наши т1\ла, должны быть обозна- 
чены сл'Ёдующимъ образомъ: на первое т1Ьло: ^\ на второе: ^', ^", 
на третье: ^", /''', и т. д. на предпосл'Ьднее: ^^''~^\ /^''^ и на по- 
сл-Ёднее: .7^4 Зат'Ьмъ урр. (425) и имъ подобный дадутъ: 

. ^ (429) 

Точно также изъ урр. (428) и подобныхъ имъ получимъ: 

— в (и — и') =- и^ — и^', — б(и' — и") = и^' — и,", 

— е (ц'"— и") =^ и^" — и/" , — в (и(""1)— ц^^з) = и/^^-^)~ и/^) , 



(430) 
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и такъ какъ 

то 

— еп=- 1ц — и/ , и/ — п^" =-- о , и/' — и/" =:т. о . . 

складывая урав11ен1я (430), получаемъ: 

-- (?(и --^ Ш"^) ==:= 1ц - и/"' . (431 ) 

Кром1^ того изъ т1Ьхь-же урр. (430), легко находимъ, что 

и/ = Ц/' сгг . . . =г и/>-1^ =::= О , 

всл1Ьдств1е чего урр. (429) даютъ: 

М[\Х^ — и) ==:: — Ж^") (ц,^") ~ ц<")) . (432) 

Сравнивая ^рр. (432), (431) съ урр. (421), (422), мы заключаемъ, 
что два край1ия т'Ьла нр1обр1Ьтаютъ отъ удара так1я-же скорости, 
какъ если-бы соприкасались другъ съ другомъ непосредственно; ско- 
рости-же промежуточныхъ тЬлъ остаются безъ изм^ненхя. 

Въ заключен1е перейдемъ къ случаю, когда т1^ла при удар1Ь 
соприкасаются не отд'Ьльными точками, но плоскостями конечныхъ 
разм'Ьровъ. При этомъ вопросъ не потеряетъ своей общности если 
мы остановимся на случаЬ удара двухъ тёлъ, соприкасающихся од- 
ною ПЛ0СК0СТ1Ю. 

Прежде всего докажемъ, что если относительный нормальныя 
скорости трехъ паръ совпадающихъ при удар1^ точекъ двухъ т'Ьлъ, 
не изм'Ьняютъ своей величины, м1Ьняя только свой знакъ, то тЬмъ- 
же самымъ свойствомъ обладаютъ нормальныя скорости въ каждой 
ТОЧКЕ неопредЬленно ограниченной плоскости, проведенной черезъ 
упомянутыя три точки, который вообще не лежатъ на одной прямой. 
Для простоты выберемъ оси координатъ такъ, чтобы ось :г-овъ была 
перпендикулярна къ плоскости трехъ точекъ, а друг1я двЬ оси ле- 
жали въ этой плоскости; скорости и, и', р, р' и т. д. будемъ отно- 
сить къ этимъ новымъ координатамъ. Начало координатъ примемъ 
въ одной изъ трехъ точекъ и координаты двухъ другихъ обозначимъ 
черезъ О, гц, ^^ и О, \, ^2- Тогда три уравнен1я, вида (428), для 



(433) 
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упомянутыхъ точекъ примутъ форму: 

и -- и' 4 У], (> - г' )- ^^ {^ ^') г.. - [ц^-и/ч г^^ (г, .^.-^,^}~^<^,{^,~^,^)] , 

откуда им1^эемъ: 

Г1, (г -- г' + г, -~ г>) ~- ^1 (^ - д' -I д^ - д/) :== о , 
Г], (г ~ г' -I г, - г/ ) ~- 2:.2 (д — д^ 4 йг ' (11) -- О , 

И сл'Ьдовательно: 

г' - г' 4 г^ — г/ ---=: О , д — дЧ д1 - д/ == ^ , (434) 

если только н'Ьтъ услов1я, что 

которое можетъ им'Ьть м1;сто, когда две точки (Г) и (2) лежатъ 
на одной прямой, проходящей черезъ начало координатъ; а такой 
случай исключенъ нами выше. Но если равенства (434) такимъ об- 
разомчэ должны существовать, то урр. (433) и имъ предыдущ1я удо- 
влетворятся всякими произвольно выбранными величинами коорди- 
натъ у; и ^, т. е. будутъ им'Ьть силу для вс^ёхъ точекъ плоскости, 
проходящей черезъ три точки соприкосновен1я, и притомъ не зави- 
симо отъ того, будетъ-лй эта плоскость дМствительно вс'Ьми своими 
точками принадлежать заразъ тому и другому тЁлу, или будетъ пред 
ставлять собою геометрическое м^Ьсто воображаемыхъ совпадающихъ 
точекъ, неизменно связанныхъ съ т'Ьмъ и другимъ т^ломъ, безъ из- 
м^Ьнен1я массъ и моментовъ инерц1и этихъ посл1^днихъ. Сл'Ёдователь- 
но вообще, если въ одной ограниченной части какой либо общей 
плоскости двухъ соударяющихся т'Ёлъ величина относительныхъ ско- 
ростей по нормали сохраняется съ изм1Ёнен1емъ знака, то т'Ьмъ-же 
самымъ свойствомъ обладаютъ всЬ остальиыя матер1альныя, или во- 
ображаемыя, точки той-же плоскости. 

Изъ вышесказаннаго очевидно, что, въ случа-Ь соприкосновешя 
соударяющихся т'Ьлъ плоскими частями ихъ поверхности, мы можемъ вы- 
брать любыя три точки въ плоскости соприкосновен1я, не лежащ1я на 
одной прямой, и р1^шать вопросъ о соударен1и въ этихъ трехъ точкахъ, 
ибо три импульса перпендикулярные къ данной плоскости мы всегда мо- 
жемъ зам1Ьнить имъ эквивалентными импульсами, перпендикулярными къ 
тойже плоскости, при чемъ относительный скорости точекъ приложен1я 
каждой изъ трехъ паръ новыхъ импульсовъ будутъ сл'Ьдовать тому- 
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же закону, какъ точки приложен1я прежнихъ импульсовъ. Тоже са- 
мое является бол'Ье очевиднымъ изъ слЬдующихъ непосредственныхъ 
разсуждешй. 

Въ данномъ случа1Ь мы должны предполагать, что равные и взаимно 
противоположные ударные импульсы приложены къ каждой точк1^ пло- 
скости соприкосновен1я, всл'Ьдств1е чего урр. (425) и (426) пред- 
ставятся въ сл'Ьдующей форм1Ь: 

г^гг^ 31{\1^ — ц), ^п^^^^ М{^, — х)) , п1^^^- м{хо^ — ш) , (435) 

ш!; ^^ —^I^^^^ = н^ [р^ — р) , 

п^Л — 1Щ = щ {^^ - ^) , (436) 

1Ыт^ ~~ш^Д =---= Яз [г^ — г) , 
и подобныя-же уравнен1я для втораго т'Ьла — въ формЬ: 
1^1^М< (и/— Ц') , т>1^1=Ш (Х),'-!)' ] , п^Ы=^ М> (П),' -П)') , (437) 

п^ИЛ' — 1'Щ< =.: Я^' (д/ - д' ) , (438) 

Г^.ТГ; --т^^:.Л^ ■■:-:: И .^ (г/ - г' ) , 

гд-Ь суммы берутся но всЬмъ точкамъ соприкоснонен1я, координаты 
которыхъ взяты по одной или другой изъ двухъ системъ. Въ приве- 
денныхъ уравнен1яхъ, кром1Ь дв1Ьнадцати посл'Ьударныхъ искомыхъ 
скоростей, заключаются еще неизв'Ёстныя величины: 

Е/, еД, 1:^^^, щ, 1^', 2/г/, щ^, (438)^ 

при чемъ шесть посл'Ьднихъ изъ нихъ связаны между собою тремя 
уравнен1ями, вытекающими изъ того геометрическаго соображен1я, 
что точки, по которымъ берутся суммы для перваго и втораго тЁла, 
принадлежатъ одной и той-же плоскости, но даются координатами по 
двумъ разнымъ системамъ, положен1е которыхъ относительно другъ 
друга должно быть дано. Поэтому, обозначая косинусы угловъ между 
осями об'Ьихъ системъ по ниже сл1>дующей таблице 
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И обозначая координаты центра инерц1и перваго т'Ьла, относительно 
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центральныхъ осей инерц1и втораго, черезъ ~х, У, Т мы будемъ 
им1Ьть: 

г1'-^+^^ + М + *зС С439) 

откуда 

Еъ системЬ уравненШ (435) — (438) должно быть еще прибавлено 
услов1е, что, для каждой точки (^, т],^;) плоскости соприкоснове- 
шя, относительныя скорости того и другаго т1^ла по нормали будутъ 
сохранять свою величину до и посл-Ё удара, м'Ьняя знакъ. Это усло- 
в1е представляется уравнен1емъ '(410), въ которомъ координаты 
^, Г), ^ и выраженныя черезъ нихъ съ помощ1ю (439) координаты 
ч', ^1', с' ^УДУТ'ь принадлежать любой точк1Ь плоскости соприкоснове- 
шя. Написавши услов1е (410) въ вид'Ё, 

Л1^Бг^+ С^ + В^О, (441) 

гдЬ на основан1и (439): 

Л:=^П [^^ -|- 2) — ^^ (^1 + ^) 

+ I' [Ь, (г/ + г1 - с, (д/+ д')] -^ т' [с, {р^ Ч 1)') - а^ (г/ 4 г')] 

В -- I (г^ -\- г) — п {р^ А- р) 
4- V \Ь, (г/ + г')- с, (д/ + д' )] + ш' [с, {р^^-р^) - а, (г/ + ^0] 

с = ш{р, +Р) — I {^г + д) (442) 

+ г' [Ъ, (г/ + гО -^ Сз (^1' + д01 + '^^^' [^3(1^1' +!>') - ^3 (^' + г')] 

+ ^'К(^1'+^0-"&з(^V+У)], 

I) = г (ц^ 4- ц) Н- ^ (1^)1 + ^) + ^ (^1 + ^) 
+ ?' [и,' +П< + у (г/ + г') - 7(д/ + ^)] 

4- ^' [^1' + X)' 4- ^(1^1' ^-Р') — "^ С^х' + 01 
4- ^' [тГ)/4- Т13'4- ^(^1' + ^') - ^~(^^'^-^^')] , 
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и зам'Ёчая, что координаты ^, г^, ^, кром1^ услов1?1 (441), должны удо- 
влетворять уравнен1ю плоскости соприкосновен1я: 

1^ ~\-- пщ 4 п^ - " 1ь , (443) 

гд'Ь /г есть разстоян1в этой плоскости отъ начала коордннать (сравн. 
(115), § 43), мы находимъ, помножая ур. (443) на неопред1^ленный 
мнола1тель X и складывая его съ ур. (441), что в'ь получаемомъ 
такимъ образомъ уравнен1и, 

{А -Ь Л?) I + [В -\- кт) Г| -Ь (С + Ъг) ^ + В ~ \1ъ .=^^ О . (444) 

мы можемъ рассматривать, всл1Ьдств1е неопред'Ёленности X, величи- 
ны ^, Г] и ^, какч> совершенно нроизвольныя. Поэтому у р. (444) 
должно распадаться на четыре сл'Ьдующтя: 

А + А? ^:^ о , в -I- Ъп :- О , С Н- \п .-:.: О , В -- Л А .~- О . (445) 

ЕромЬ того, на основан1и (443), им'1земчэ еще: 

г>:Д -1- Ъп^^^ -\- пЩ =-: 1гЫ . (446) 

Восемь уравнен1й (440), (445), (446), вмёстЬ съ двенадцатью урав- 
нен1ями (435) — (438), вполи1^ достаточны для определения двенад- 
цати искомыхъ послИ^ударныхъ скоростей, семи суммъ (438)^ и мно- 
жителя А. 

Найдя суммы (438)', мы можемъ задаться вопросомъ о нахож- 
ден1и распределен!}! импульсовъ по элементамъ плоскости соприко- 
сновен! я. Р'ешен1е этого вопроса совершенно тождественно съ во- 
просомъ о распред'елен1и давлен1й, разобраннымъ въ § 43: поэтому 
мы зд'есь не будемъ на немъ останавливаться. 
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